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一、赋范线性空间

定义2.1  设𝑽是数域P上的线性空间，如果定义了从𝑽到𝑹的映射𝑵，

满足下列条件：

（1）𝑵 𝜶 ≥ 𝟎，𝑵 𝜶 = 𝟎当且仅当𝜶 = 𝟎 (正定条件)，

（2）𝑵 𝒌𝜶 = |𝒌|𝑵 𝜶 ，(𝒌 ∈ 𝑷,𝜶 ∈ 𝑽)     (非负齐次条件)，

（3）𝑵 𝜶 + 𝜷 ≤ 𝑵 𝜶 +𝑵 𝜷 , (𝜶,𝜷 ∈ 𝑽)  (三角不等式)，

则称映射𝑵 𝜶 是𝑽上的范数，

习惯上，记𝑵 𝜶 为||𝜶||。

定义了范数的线性空间称为赋范线性空间。



例 设𝒙 =

𝒙𝟏
𝒙𝟐
⋮
𝒙𝒏

𝑻

∈ 𝑪𝒏,规定 𝒙 =max
𝟏≤𝒊≤𝒏

𝒙𝒊 ，

证明| 𝒙 |是𝑪𝒏中的一个向量范数，这个范数称为x的∞−范数，作| 𝒙 |∞。

当𝒙 = 𝟎 ⇔ | 𝒙 |=0。

2 | 𝒌𝒙 |= max
𝟏≤𝒊≤𝒏

𝒌𝒙𝒊 = 𝒌 max
𝟏≤𝒊≤𝒏

𝒙𝒊 = 𝒌 𝒙 ,

（3） | 𝒙 + 𝒚 |= max
𝟏≤𝒊≤𝒏

𝒙𝒊 + 𝒚𝒊 ≤ max
𝟏≤𝒊≤𝒏

𝒙𝒊 + max
𝟏≤𝒊≤𝒏

𝒚𝒊 = | 𝒙| + | 𝒚|

因此| 𝒙 |是𝑪𝒏中的一个向量范数。

证明(1)显然 𝒙 ≥ 𝟎,



同理可证：

（1) 𝒙 𝟏 = σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊 是𝑪𝒏中的范数，这个范数称为𝒙的𝟏 −范数。

（2) 𝒙 𝟐 =
𝟐 σ𝒊=𝟏

𝒏 𝒙𝒊
𝟐 是𝑪𝒏中的范数，这个范数称为𝒙的2 −范数。

（3) 𝒙 𝒑 =
𝒑
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊

𝒑 (𝟏 ≤ 𝒑 < ∞) 是𝑪𝒏中的范数，这个范数称

为𝒙的𝒑 −范数。

定义2.2   若| 𝜶 |和||𝜶||∗是线性空间V中的两个向量范数，

若存在 𝑴 > 𝟎,𝒎 > 𝟎 ， 𝐦| 𝜶 | ≤ | 𝜶 |∗ ≤ 𝑴 | 𝜶 |，使得对所有𝜶 ∈ 𝑽，都有

则称范数| 𝜶 |和||𝜶||∗等价。

定理2.1  有限维线性空间中任意两个向量范数都等价。



定义2.3 若 𝜶(𝒌) 是赋范线性空间𝑽中的向量序列，如果存在𝛂 ∈ 𝑽，

使得 lim
𝒌→∞

| 𝜶 𝒌 − 𝜶 | = 𝟎，则称序列 𝜶(𝒌) 收敛于𝛂。

定理2.2

（1）在有限维线性空间中，若向量序列 𝜶(𝒌) 按某种范数收敛于𝛂，

则 𝜶(𝒌) 按任何范数都收敛于𝛂；

（2） 设𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛是赋范线性空间𝑽的基，𝜶(𝒌)在这组基下的坐标是

𝒙(𝒌),𝛂在这组基下的坐标是𝒙，则 𝜶(𝒌) 按范数收敛于𝛂与 𝒙(𝒌) 收敛于𝒙等价。

证明：(1):可证,(2)坐标收敛,可推范数收敛.反之亦然



二、特殊的线性空间𝑹𝒏×𝒏 (方阵空间)上的范数

定义2.4  如果从𝑹𝒏×𝒏到𝑹的映射𝑵，并且𝑵满足下列条件：

（1） 𝑵 𝑨 ≥ 𝟎,𝑵 𝑨 = 𝟎当且仅当𝑨 = 𝟎 (正定条件)，

（2）𝑵 𝒌𝑨 = |𝒌|𝑵 𝒙 ，(𝒌 ∈ 𝑹, 𝑨 ∈ 𝑹𝒏×𝒏)     (非负齐次条件)，

（3）𝑵 𝑨 + 𝑩 ≤ 𝑵 𝑨 +𝑵 𝑩 , (𝑨,𝑩 ∈ 𝑹𝒏×𝒏)  (三角不等式)，

则称映射𝑵 𝑨 是𝑹𝒏×𝒏上的广义矩阵范数。



定义2.5  如果从𝑹𝒏×𝒏到𝑹的映射𝑵，并且𝑵满足下列条件：

（1） 𝑵 𝑨 ≥ 𝟎，𝑵 𝑨 = 𝟎当且仅当𝑨 = 𝟎 (正定条件)，

（2）𝑵 𝒌𝑨 = |𝒌|𝑵 𝒙 ，(𝒌 ∈ 𝑹, 𝑨 ∈ 𝑹𝒏×𝒏)     (非负齐次条件)，

（3）𝑵 𝑨 + 𝑩 ≤ 𝑵 𝑨 +𝑵 𝑩 , (𝑨,𝑩 ∈ 𝑹𝒏×𝒏)  (三角不等式)，

则称映射𝑵 𝑨 是𝑹𝒏×𝒏上的矩阵范数。

习惯上， 𝑹𝒏×𝒏上的矩阵范数𝑵 𝑨 记为||𝑨||。

（4）𝑵 𝑨𝑩 ≤ 𝑵 𝑨 𝑵 𝑩 , (𝑨,𝑩 ∈ 𝑹𝒏×𝒏)  (相容条件)，

定义2.6 对𝑪𝒏×𝒏中的矩阵范数||𝑨||， 𝑪𝒏中的向量范数||𝒙||∗，

如果对任意𝑨 ∈ 𝑪𝒏×𝒏 ， 𝒙 ∈ 𝑪𝒏 ，都有

||𝑨𝒙||∗ ≤ ||𝑨|| ∙ ||𝒙||∗

则称矩阵范数||𝑨||∗与向量范数||𝒙||∗相容。



证明:1) 𝑨 𝑭是一个矩阵范数(这个范数称为矩阵A的Frobenius 范数)，

(𝟐) 𝑨 𝑭与||𝒙||𝟐相容。

由上面定义显然可得下面结论:
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从而有
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例题的证明：矩阵𝑨可以视为𝑪𝒏
𝟐
中的向量，所以 𝑨 𝑭就是𝑪𝒏

𝟐
中的向

量的2—范数，因此 𝑨 𝑭 满足正定条件、非负齐次条件和三角不等式。



对任意𝑨,𝑩 ∈ 𝑪𝒏×𝒏, 𝑩 = (𝒃𝟏, 𝒃𝟐, …, 𝒃𝒏)

=||𝑨𝒃𝟏||𝟐
𝟐 + ||𝑨𝒃𝟐||𝟐

𝟐 +⋯+ ||𝑨𝒃𝒏||𝟐
𝟐

≤ ||𝑨𝑭||2
2||𝒃𝟏||𝟐

𝟐 + ||𝑨𝑭||2
2||𝒃𝟐||𝟐

𝟐 +⋯+ ||𝑨𝑭||2
2||𝒃𝒏||𝟐

𝟐

= ||𝑨||𝑭
2||𝑩||𝑭

2

这就证明了：||𝑨||𝑭是一个矩阵范数且||𝑨||𝑭与||𝒙||𝟐相容。

||𝑨𝑩||𝑭
2 == ||𝑨(𝒃𝟏, 𝒃𝟐, … , 𝒃𝒏)||𝑭

2

=||(𝑨𝒃𝟏, 𝑨𝒃𝟐, … , 𝑨𝒃𝒏)||𝑭
2
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定理2.4  对𝑪𝒏×𝒏中的矩阵范数 𝑨 ，则在𝑪𝒏中一定存在与它相容的向

量范数，即存在向量范数 𝒙 ∗，使得 𝑨𝒙 ∗ ≤ 𝑨 ∙ 𝒙 ∗对任意对任意

𝑨 ∈ 𝑪𝒏×𝒏 ， 𝒙 ∈ 𝑪𝒏成立．



另一方面，与向量范数类似，同一矩阵它的各种范数有一定的差

别,如 𝑬 > 𝟏，将给理论分析与实际应用造成不便，所以要找出一种

矩阵范数 𝑨 ，使得 𝑬 = 𝟏 。

下面的定理给出了一种定义矩阵范数的方法，使得该矩阵范数与已

知的向量范数相容，且单位矩阵的范数是1。

下面考虑反向问题.即对给定的向量范数,能否找到矩阵范数,使得

该矩阵范数与已知的向量范数相容?



定理2.5  已知线性空间𝑪𝒏上的范数||𝒙||∗ ，则

||𝑨||=max
𝒙≠𝟎

𝑨𝒙 ∗

𝒙 ∗
是矩阵范数.

证明:只需检验满足矩阵范数的4条要求.

1 0 0 0 =  =( ) ,A A A 2 =( ) kA k A

3 +  +( ) A B A B 4 ( ) AB A B

如此定义的矩阵范数

称为向量范数的诱导范数



注:如上定义的矩阵范数显然与相应的向量范数相容.

定理2.6 𝑨 = 𝒂𝒊𝒋 ∈ 𝑹𝒏×𝒏,则

分别称之为矩阵𝑨的行(和)范数，谱范数与列(和)范数。

事实上,对任意非零𝒙 ∈ 𝑹𝒏 有 0x

Ax Ax
A

x x

* *

* *

max ,


 = Ax A x
* *

. 

𝑨 𝟏=max
𝒙≠𝟎

𝑨𝒙 𝟏

𝒙 𝟏
𝑨 𝟐=max

𝒙≠𝟎

𝑨𝒙 𝟐

𝒙 𝟐
𝑨 ∞=max

𝒙≠𝟎

𝑨𝒙 ∞

𝒙 ∞

𝟏 𝑨 ∞=max
𝟏≤𝒊≤𝒏

σ𝒋=𝟏
𝒏 𝒂𝒊𝒋

𝟐 𝑨 𝟐= 𝜆𝟏(𝜆1是矩阵𝑨𝑻𝑨的最大特征值。

3 𝑨 1=max
1≤𝒋≤𝒏

σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒂𝒊𝒋 ||𝑨||=max

𝒙≠𝟎

𝑨𝒙 ∗

𝒙 ∗

对应向量的1-范数，2-范数， ∞-范数，就可以确定三个矩阵范

数 𝑨 𝟏， 𝑨 𝟐和 𝑨 ∞：



例 计算矩阵 𝑨 =
𝟐 −𝟐
𝟑 𝟒

的1-范数、2-范数、无穷范数和Frobenius范数。

解： 𝑨 1= 𝟔; 𝑨 ∞ = 𝟕; 𝑨 𝑭= 𝟑𝟑;

计算𝐴𝑇𝐴=
13 8
8 20

,求得其2个特征值𝜆1,2=
33± 305

2
,

从而 𝑨 2=
33+ 305

2
。



定理2.7 设𝑨 ∈ 𝑹𝒏×𝒏 ，𝑼，𝑽是n阶正交矩阵，则

(1) ||𝑼𝑨𝑽||𝟐= ||𝑼𝑨||𝟐= ||𝑨𝑽||𝟐= ||𝑨||𝟐

(2) ||𝑼𝑨𝑽||𝑭= ||𝑼𝑨||𝑭= ||𝑨𝑽||𝑭= ||𝑨||𝑭

定理2.8  设𝑨 ∈ 𝑹𝒏×𝒏为对称矩阵，λ1, λ2,⋯ λ𝑛是它的𝑛个特征值，则

 
12

1
n

A( ) max , ,       =   

 
1 n

A( ) max ,       =   

2
=( ) . A A

是矩阵A的谱半径, 1
     ,其中 是 的 个特征值

n
A n 注：定义

那么,当A是实对称矩阵时,

2

H

F

H

A A A

A A A

( )

( )

= 所有特征值之和

= 最大特征值
（2) 𝑨 𝑭 = λ𝟏

𝟐 + λ2
𝟐 +⋯+ λ𝑛

𝟐



证明：设λ是𝑨的任一特征值，𝒙是相应的特征向量，则有𝑨 𝑥 = λ𝑥.

选取一个与矩阵范数||𝑨||相容的向量范数||𝒙||,则有

因此𝑨的谱半径𝝆(𝑨) ≤ ||𝑨||。

( ) infA A
 

 =
是矩阵范数

事实上，

2  ,9 意定理 任. 是n n
A C A ( )A A 矩阵范数， 则

x x Ax A x = = 

定理2.2.9 𝑨的谱半径𝝆(𝑨)是𝑨的所有矩阵范数的下确界，即对任意

𝜺 > 𝟎，则一定存在某一矩阵范数 𝑨 ，使得

𝑨 ≤ 𝝆 𝑨 + 𝜺



线性空间是解析几何中空间概念的推广。上一节中，定义了向量

的范数，使线性空间成为赋范线性空间。

但是，在赋范线性空间中，还缺少欧几里德空间中的一些重要概

念，即两向量之间的夹角．特别是两向量之间的正交概念．

我们知道，由于有了向量间的夹角和正交概念，也就有向量的投

影等一系列概念和结论，从而建立起一整套欧几里德空间的几何理

论．我们也知道，向量的夹角和正交概念可以用“向量的内积”这个更

本质的概念来描述．



我们先来回顾一下𝑹𝟑中向量内积的概念，对𝑹𝟑中任意两个向量𝜶 =

(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑)
𝑻，𝜷 = (𝒚𝟏, 𝒚𝟐, 𝒚𝟑)

𝑻,𝜶与𝜷的内积

当然不能直接将𝑹𝟑中的内积公式推广到一般的线性空间，与定义线

性空间类似，我们用公理来引入一般线性空间的内积。

有了内积的概念后， 𝑹𝟑中任何一个向量||𝜶||的长度就可以由式

||𝜶|| = 𝜶 ∙ 𝜶确定，

𝜶 ∙ 𝜷 = 𝒙𝟏𝒚𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝒙𝟑𝒚𝟑，

同时两个向量𝜶与𝜷之间的夹角𝜽也可以由式

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝜶∙𝜷

||𝜶||∙||𝜷||
确定。



三、内积的定义与性质

定义2.7   设𝑉是实数域𝑅上的线性空间，𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝑅。 在

𝑉 × 𝑉上定义了一个实函数(𝛼, 𝛽)，它满足下列条件：

(1)   对称性: 𝛼, 𝛽 = (𝛽, 𝛼) ;

(2)   线性性: 𝛼 + 𝛾, 𝛽 = 𝛼, 𝛽 + 𝛾, 𝛽 , 𝑘𝛼, 𝛽 = 𝑘 𝛼, 𝛽 ;

(3)    正定性: 𝛼, 𝛼 ≥ 0,且 𝛼, 𝛼 = 0的充分必要条件是𝛼 = 0.

则称实数(𝛼, 𝛽)为向量𝛼与𝛽的内积，称定义了内积的线性空间𝑉为

内积空间。



向量的内积有以下性质：

(1)      𝛼, 𝑘𝛽 = 𝑘 𝛼, 𝛽 ;

(2)      𝛼, 0 = 0, 𝛽 = 0;

(3)    σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝛼𝑖 , σ𝑗=1

𝑛 𝑦𝑖𝛽𝑖 =σ𝑖,𝑗=1
𝑛 𝑥𝑖𝑦𝑖(𝛼𝑖 , 𝛽𝑖)



例：在线性空间𝑅𝑛 中，对任意

由此可见，对于同一个线性空间可以引入不同的内积，从而构成

不同的内积空间。

例: 在线性空间𝑅𝑛中, 对任意

定义 𝑥, 𝑦 = 𝑥1𝑦1 + 2𝑥2𝑦2 +⋯+ 𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛 ,容易检验其为内积。

1 1

, ,n

n n

x y

x y R

x y

   
   

= =    
   
   

定义 𝑥, 𝑦 = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 ,容易检验其为内积。

1 1

, ,n

n n

x y

x y R

x y

   
   

= =    
   
   



( ), 

1

1
( ) 0 0,（ ） ，即（ ） 即 。

n

n

e

A A e e E A A E A A

e



  



 
 
   −    = − = = 

 
 

= , ) 0 =0 , 0 0 0另一方面,显然 ( ; 若 ,即( ) .X AX X AX X      =  =  =

1
., 是例 线性空间 的 基 组 一

n
V    , ,对 中任意V  

1 1

1 1 1 1
( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ,记

n n n n

n n

x y

X Y

x y

         

   
   
    =    =    =    =   

    
   
   

( 积,证明: 内)是  A是正定矩阵.

证明“ ⇒”

, , , 1, 2 ,取 得
i i j j

X e Y e i j n= = =   

“ ⇐”显然.

综上， 是正定的。A

( ) ), =(T T
X AY Y A X    =

( , ) Y AX  = =
0,（ ）Y A A X

 − =

( 。, )定 =义 X AY  



证 是否是内积只需检验正定性. ( )( ) ( ) 0. 然 ，显 f t f t 

( )( ) ( ) 0 ( )=0, 0,1,2 .显然 ，
i

f t f t f t i m=  =   
2

0 1 2
( ) . 记 n

n
f t a a t a t a t= + + +  

2

0 00 0 0

2

1 11 1 1

( 1) ( 1)

2

1

1
0 0.

1

n

n

m n

n

n nm m m

a at t t

a at t t
A

a at t t

+  +

      
     

        =  =
                 
            

例 设𝑡0, 𝑡1, 𝑡2,⋯ , 𝑡𝑚两两互异。在实多项式空间𝑃𝑛(𝑡)中定义二元实函数

𝑓 𝑡 , 𝑔 𝑡 = σ𝑖=0
𝑚 𝑓 𝑡𝑖 𝑔(𝑡𝑖)，𝑓 𝑡 , 𝑔 𝑡 ∈ 𝑃𝑛(𝑡)

(1) 当𝑚 ≥ 𝑛时，证明 𝑓 𝑡 , 𝑔 𝑡 是𝑃𝑛(𝑡)上的内积。

(2) 当𝑚 < 𝑛时 𝑓 𝑡 , 𝑔 𝑡 是𝑃𝑛(𝑡)上的内积吗？给出你的结论，并说明理由。

( )( ) ( ) 0 0. 下证 ，f t f t f  =



0 0 0

1 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
0 0 =0 0.只有零解，因此

m n m n

n n n

a a a

a a a
A A f

a a a

+  + +  +

     
     
     = =   =
          
     
     

( ) 1 (1) 当 时， ，因此m n r A n = +

2 ( ) 1 ( ) 当 时， ，因此m n r A m = +

0 0 0

1 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
0 0 =0.有非零解，因此

m n m n

n n n

a a a

a a a
A A

a a a



+  + +  +

     
     
     ⎯⎯→= = ⎯⎯          
     
     

从而 𝑓 𝑡 , 𝑔 𝑡 是内积。

从而 𝑓 𝑡 , 𝑔 𝑡 不是内积。



定义2.8  在内积空间𝑉中，非负实函数 ||𝛼|| = (𝛼, 𝛼)是𝑉中向量𝛼的范数，

称它为由内积导出的范数，简称导出范数．

容易验证，内积空间按导出范数成为赋范线性空间。

注: 显然,内积空间按一定是赋范线性空间,反之不然.

( ) ( ) ( )
2

.       ， ， ，

证明: ( ) ,取任意 ， ，  考察   其中  是任意量。  t t   +

( )) )   (t + ， (t + 0    ( ) ( ) ( )2
2 0t     t ， ， ， + + 

( ) ( ) ( )
2

4 4 0     ， ， ， −  ( ) ( ) ( )
2

.       ， ， ， 

由内积定义知,任意t,

定理 2.10   (Cauchy – Schwarz不等式)对内积空间中的任意向量 𝛼, 𝛽，



( ),
, 0=   cos

 
  

 

2 ,:定义 对内积空间中的 个向量 ，  ) 0, 若( ，  =

.2 ,则称 向量垂直或正交 记为 ⊥

若 ，则 ⊥

2 2 2
.+ = +   

证明:
2

( , )+ = + +      ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= + + +       
2 2

.= + 

定义2.9  在内积空间中非零向量𝛼与𝛽之间的夹角𝜃由下式确定

定理2.11  在内积空间中非零向量𝛼与𝛽，



二、内积的表示

在3维实内积空间𝑽中，取基𝒆𝟏, 𝒆𝟐,𝒆3 ，对于𝑽中的任意两个向量𝜶,𝜷，有

𝜶 = 𝒙𝟏𝒆𝟏 + 𝒙𝟐𝒆𝟐 + 𝒙3𝒆3 𝜷 = 𝒚𝟏𝒆𝟏 + 𝒚𝟐𝒆𝟐 + 𝒚3𝒆𝟑

由内积的性质可知

𝜶,𝜷 = (𝒙𝟏𝒆𝟏 + 𝒙𝟐𝒆𝟐 + 𝒙3𝒆3, 𝒚𝟏𝒆𝟏 + 𝒚𝟐𝒆𝟐 + 𝒚3𝒆𝟑)

= 𝒙𝟏𝒚𝟏(𝒆𝟏, 𝒆𝟏) +𝒙𝟏𝒚𝟐(𝒆𝟏, 𝒆𝟐) +𝒙𝟏𝒚𝟑(𝒆𝟏, 𝒆𝟑)

+𝒙𝟐𝒚𝟏(𝒆𝟐, 𝒆𝟏) +𝒙𝟐𝒚𝟐(𝒆𝟐, 𝒆𝟐) +𝒙𝟐𝒚𝟑(𝒆𝟐, 𝒆𝟑)

+𝒙𝟑𝒚𝟏(𝒆𝟑, 𝒆𝟏) +𝒙𝟑𝒚𝟐(𝒆𝟑, 𝒆𝟐) +𝒙𝟑𝒚𝟑(𝒆𝟑, 𝒆𝟑)



𝜶,𝜷 = 𝒙𝟏 (𝒆𝟏, 𝒆𝟏)𝒚𝟏+𝒙𝟏 (𝒆𝟏, 𝒆𝟐) 𝒚𝟐 +𝒙𝟏 (𝒆𝟏, 𝒆𝟑) 𝒚𝟑

+𝒙𝟐 (𝒆𝟐, 𝒆𝟏) 𝒚𝟏 +𝒙𝟐 (𝒆𝟐, 𝒆𝟐) 𝒚𝟐 +𝒙𝟐 (𝒆𝟐, 𝒆𝟑) 𝒚𝟑

+𝒙𝟑 (𝒆𝟑, 𝒆𝟏) 𝒚𝟏 +𝒙𝟑 (𝒆𝟑, 𝒆𝟐) 𝒚𝟐 +𝒙𝟑 (𝒆𝟑, 𝒆𝟑) 𝒚𝟑

= (𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙3)
(𝒆𝟏, 𝒆𝟏) (𝒆𝟏, 𝒆𝟐) (𝒆𝟏, 𝒆𝟑)
(𝒆𝟐, 𝒆𝟏) (𝒆𝟐, 𝒆𝟐) (𝒆𝟐, 𝒆𝟑)
(𝒆𝟑, 𝒆𝟏) (𝒆𝟑, 𝒆𝟐) (𝒆𝟑, 𝒆𝟑)

𝒚𝟏
𝒚𝟐
𝒚𝟑



（称为内积的表示式）

称做𝑉在基𝑒1, 𝑒2,… , 𝑒𝑛下的度量矩阵。

注 由前面例题可知A是对称正定阵.

( )
n n

i j i j

i j

x y e e
1 1

,
= =

= 
n

n

y

y
x x x A

y

1

2

1 2

.

( , , )

 
 
 =   
   
  
 

 

( )1 1 2 2 1 1 2 2
, ( , )则

n n n n
x e x e x e y e y e y e  = + +    + + +    +

在𝒏维实内积空间𝑽中，取基𝒆𝟏, 𝒆𝟐,… , 𝒆𝒏 ，对于𝑽中的任意两个向量𝜶,𝜷，有

𝜶 = 𝒙𝟏𝒆𝟏 + 𝒙𝟐𝒆𝟐 +⋯+ 𝒙𝒏𝒆𝒏 𝜷 = 𝒚𝟏𝒆𝟏 + 𝒚𝟐𝒆𝟐 +⋯+ 𝒚𝒏𝒆𝒏

1 1 1 2 1

1 1 1 1 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
,

( , ) ( , ) ( , )

n

n

n n n n

e e e e e e

e e e e e e
A

e e e e e e

 
 
 =
 
 
 

其中



( ) ( )

3

2 136

1

 
 

= 
 − 

= 3 2 -1 ,A 由 知 ，内积表示可( )1 2 3

3

= 2 .

-1

   

 
 
 
 
 

解： ， ， 136= .即

( )1 2 1 2 3

1

= 2 .

0

    +2 ， ，

 
 
 
 
 

( ) ( )1 2

1

2 2 80

0

 
 

+ = 
 
 

, = 3 2 -1 ,A  由内积表示可知

( ) ( )1 2 1 2

1

2 2 2

0

= 1 2 0 78,A   

 
 

+ + = 
 
 

而 ， 因此
80 80

78 136 78 136
cos , . = 从而 =arccos

例： 如果内积空间在基𝜶𝟏,𝜶𝟐,𝜶𝟑下的度量矩阵𝑨 =
𝟏𝟎 −𝟑 𝟒
−𝟑 𝟐𝟎 𝟏
𝟒 𝟏 𝟑𝟎



解：由( ) 0 0( ), ( ) ( ) ( )+ (1) (1)+ (2) (2)f t g t f g f g f g=

得 ( ) 0 0 6f t f t f f f f f f( ), ( ) ( ) ( )+ (1) (1)+ (2) (2)= =

2

4 6

6 5 2 17
arccos

(

a

a a


+
 =

+ +

显然当，4 6 0 ( ) ( ).a f t g t时，+ = ⊥

( ) 20 0 5 2 17g t g t g g g g f g a a( ), ( ) ( ) ( )+ (1) (1)+ (2) (2)= = + +

( ) 0 0 4 6f t g t f g f g f g a( ), ( ) ( ) ( )+ (1) (1)+ (2) (2)= = +

例 设𝒕𝒊 = 𝒊, 𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐。在实多项式空间𝑷𝟐(𝒕)中定义二元实函数

𝒇 𝒕 , 𝒈 𝒕 =෍

𝒊=𝟎

𝟐

𝒇 𝒕𝒊 𝒈(𝒕𝒊) 如果𝒇 𝒕 = 𝟏 + 𝟐𝒕 − 𝒕𝟐, 𝒈 𝒕 = 𝟐 − 𝒕 + 𝒂𝒕𝟐

(1) 求𝒇(𝒕)与𝒈(𝒕)夹角。

(2)  当𝒂为何值时， 𝒇(𝒕)与𝒈(𝒕)正交。



1 2
, ,2.10

n
    称 是内积空间中的正交组(正交系）是指定义  

1 2 1 2
, , , ,

n n
          ： 是内积空间中的线性无关组， 一定是非零正交组吗？思考

1 2, , , , .
i j

i j i j n   =  （ ）=0，

,
i j

    （ ）=0， i j, i,j=1,2 n



定义2.11    （1）设𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑘为n 维内积空间𝑉中一个正交系，如果

则称𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑘为𝑉中一个标准正交系。

‖𝛼𝑖‖=1,     (𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘)

（2）𝑛维内积空间中的标准正交系𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛称为标准正交基。

思考:在标准正交基下度量矩阵?内积表示? （单位阵E）

定理2.12    设𝒆𝟏, 𝒆𝟐,… , 𝒆𝒏是内积空间V 的标准正交基，对任意

的向量𝜶 ∈ 𝑽，𝜶在基𝒆𝟏, 𝒆𝟐,… , 𝒆𝒏下的坐标为𝒙 = (𝒙𝟏, 𝒙𝟐,… , 𝒙𝒏)
𝑻 ，则

𝒙𝒊 = (𝜶, 𝒆𝒊) 𝒊 = 𝟏, 𝟐,⋯ , 𝒏

1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
n n n

i j j i j j i j j i i

j j j

e x e e x e e x e e x
= = =

= = = =  证 直接计算明：



定理2.13   在n维内积空间𝑉中必存在标准正交基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛.

则𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛就是𝑉的标准正交基。

证明：设𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛是内积空间V中的一个基，令

则𝑒1, 𝑒2,… , 𝑒𝑛两两正交的非零向量组。

这一方法称为施米特(Schmidt)正交化方法。

𝒆𝒌 = 𝜷𝒌 − σ𝒊=𝟏
𝒌−𝟏 (𝜷𝒌,𝒆𝒊)

(𝒆𝒊,𝒆𝒊)
𝒆𝒊 𝒌 = 𝟐, 𝟑,⋯ , 𝒏

𝒆𝟏 = 𝜷𝟏

, 1, 2, .i
i

i

e
i n

e
 = =再令



2 3

3
1( ) , , ,P t t t t中的一组基 。解：取定 下面利用schmidt正交化得到一组正交基

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2

1 00 2 2

0 1 0 2 1 0

0 0 1 1 0 0

3 3 3

2 1 03 3

3 2 1 0

2 2 1 1 0 0

1
1

3

3

5

, ,,
( ) ; ( ) ; ( )

, , ,

, , ,
( )

, , ,

t g t gt g
g t g t t g t g t t g g t

g g g g g g

t g t g t g
g t t g g g t t

g g g g g g

= = − = = − − = −

= − − − = −

再将上述正交基单位化就得到一组标准正交基

2 30 31 2

0 1 2 3

0 1 2 3

1 6 10 14
2 1 5 3

2 4 42

g ( ) g ( )g ( ) g ( )
( ) ( ) ; ( ) ( ); ( ) ( )

g ( ) g ( ) g ( ) g ( )

t tt t
t t t t t t t t

t t t t
   = = ; = = = = = =− −

( )
1

3

1

-
( ( ), ( ))= ( ) ( ) .   f t g tP t f t dtt g例 在 中定义如下内积

求内积空间𝑃3(𝑡)的一组标准正交基。



例 设𝑊是内积空间𝑉的非平凡子空间，证明：

也是𝑉的子空间.称子空间𝑊⊥为𝑊的正交补。

𝑊⊥ = {𝛼|对所有的𝛽 ∈ 𝑊,𝛼 ⊥ 𝛽}

证明：显然，0 ∈ 𝑊⊥，因此𝑊⊥不是空集。

因此𝑊⊥是𝑉的子空间

1 2, , ,W W  ⊥ 设 则对任意

1 2 12 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,x y x y x y          + = + = + =

W ⊥即 对加法和数乘封闭。



1 2 r
   取W的一组标准正交基 , , ，证明：

1
( , ).

r n
W span  ⊥

+
=  下面证明

1 1 1 1
, .

r r n n
W l l l    ⊥

+ +
  = +     设 1 2 0, , , )

i
i r  =    =对 由（ ，

1 1 1 1
0 0( , )

r r n n i i
l l l l   

+ +
+      = =即 得 1 1 1

, , .
r r n n r n

l l    
+ + +

=    因此 span( )

1
, , .

r n
W  ⊥

+
 反之，显然span( )

.V W W
⊥= +综上， .W W W W

⊥ ⊥+ = 而显然

例 如果W是线性空间V的子空间, : .V W W
⊥= 证明

1 2
, .

r n
      将其扩充成V的一组标准正交基 , ,



向量 𝛼 = 𝛼1+ 𝛼2 − 𝛼3 , 𝛽 = 2𝛼1 −𝛼2 +3𝛼3, ，

( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1 1 23 2 1 3 1 10

1 3

1 , ( , , ) ; , ( , , ) ;A A   

   
   

= − = = − − =   
   −   

解

4

230
arccos .

−
=因此

例 内积空间𝑽在基𝜶𝟏, 𝜶𝟐,𝜶𝟑下的度量矩阵𝑨 =
𝟓 𝟐 −𝟒
𝟐 𝟏 −𝟐
−𝟒 −𝟐 𝟓

(1) 求𝜶与𝜷之间的夹角 (2) 求𝑾 = 𝑺𝒑𝒂𝒏{𝜶, 𝜷}的正交补。

( )

2

1 1 1 1 4

3

, ( , , )A 

 
 

= − − = − 
 
 



向量 𝛼 = 𝛼1+ 𝛼2 − 𝛼3 , 𝛽 = 2𝛼1 −𝛼2 +3𝛼3, ，

2) ,W      ⊥ ⊥解（ 则 且 。
1 2 3

,

x

y

z

   

 
 

=  
 
 

设 （ ， ， ）

( ) ( )1 1 1 0 2 1 3 0, ( , , ) ; , ( , , ) ,

x x

A y A y

z z

   

   
   

= − = = − =   
   
   

则

11 5 7 0

4 3 5 0

-x y z

x y z

+ =

− − + =

即

4

13

27

13
,

x c

y c c

z c


= −




=


=



得 任意常数。 1 2 3

4 27

13 13
),c   − + +得 =c( 任意常数。

1 2 3

4 27

13 13
).W   ⊥ − + +即 =span(

例 内积空间𝑽在基𝜶𝟏, 𝜶𝟐,𝜶𝟑下的度量矩阵𝑨 =
𝟓 𝟐 −𝟒
𝟐 𝟏 −𝟐
−𝟒 −𝟐 𝟓

(1) 求𝜶与𝜷之间的夹角 (2) 求𝑾 = 𝑺𝒑𝒂𝒏{𝜶, 𝜷}的正交补。


