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3讲 线性空间

二、线性空间的基、维数与坐标

一、线性空间的定义

三、线性子空间



一.线性空间的定义

定义1.1    设 P是一个数域，V  是一个非空集合。如果下列条件被满足，则称V 是

P 上的一个线性空间：

（3）“加法”与“乘法”满足下列运算律：

（2）对V里的任意元素，以及𝑃中的任意常数，定义了一个“数乘”，满足：对𝑉中任

意𝛼,以及𝑃中的任意常数看𝑘,都有 𝑘𝛼 ∈ V；

（1）对𝑉里的任意二元素，定义了一个“加法”，满足：对𝑉中任意𝛼, 𝛽，都有𝛼 + 𝛽 ∈ V；

(1)  𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼;

(2) 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝛼 + (𝛽 + 𝛾);

(3)在V 中存在零元素 0，对于V 中每一个元素𝛼，都有 𝛼 + 0 = 𝛼;

(4) 在V 中存在元素𝛼′，使得𝛼 + 𝛼′ =0，𝛼′叫做𝛼的负元素，记作−𝛼.

(5)  1𝛼 = 𝛼;

(6)  (𝜇𝑘)𝛼 = 𝜇(𝑘𝛼)

(7)  (𝜇 + 𝑘)𝛼 = 𝜇𝛼 + 𝑘𝛼

(8)  𝑘(𝛼 + 𝛽) = 𝑘𝛼 + 𝑘𝛽;



常用的线性空间如下：

(1)   数域𝑃的全体𝑛元数组 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛
𝑇组成的集合𝑃𝑛构成𝑃上的

一个线性空间。

(2)   数域𝑃的全体𝑚 × 𝑛矩阵组成的集合𝑃𝑚×𝑛在通常矩阵的加法和

数与矩阵的乘法下构成𝑃上的一个线性空间，称为矩阵空间。

(3)  记

运算下构成线性空间,称为实 n次多项式空间。

𝑃𝑛 𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑡

𝑛|𝑎𝑘 ∈ 𝑅

表示至多n次多项式的全体形成的集合. 则此集合在通常的多项式加法和数乘

注：若𝑃𝑛 𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑡

𝑛|𝑎𝑘 ∈ 𝑅且𝑎n 0 ，如何？,

答：不能构成空间（ 加法和数乘都不封闭）





例 给定 𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛,

(2) 当𝑏 ≠ 0时，相容的线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏的解的全体𝑅(𝐴) =

𝑥|𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 按𝑅𝑛中的加法和数乘运算不是𝑅上不构成线性空间。

(1)  𝑁 𝐴 = 𝑥|𝐴𝑥 = 0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 按𝑅𝑛中的加法和数乘运算是𝑅上的线

性空间。称𝑁(𝐴)为矩阵𝐴的零空间（核空间）。



二、线性空间的基、维数与坐标

设 𝑉是𝑃上的一个线性空间:

(1) 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚 ∈ 𝑉, 𝜇1, 𝜇2,… , 𝜇𝑚 ∈ 𝑃，称

为向量𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚的线性组合。

𝜇1𝛼1 + 𝜇2𝛼2 +⋯+ 𝜇m𝛼𝑚

(2) 𝑉中𝛼向量可表示为向量组𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚的线性组合时，则称𝛼可

由向量组𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚线性表示。

1 1 2 2 m m
      = + +   注: 为方便起见,通常改写 为

1 1 2 2 m m
      = + +   即



(3) 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚 ∈ 𝑉, 如果存在一组不全为零的数 𝜇1, 𝜇2,… , 𝜇𝑚 ∈ 𝑃

使得

则称向量组𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚线性相关；否则称𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚线性无关。

4:抽象向量组的极大无关组定义

5:抽象向量组等价定义(同线代上定义)

m m1 1 2 2
0+ +    =     

n1 2
( , , , )     是向量组,

mi i i1 2
( , , , )     是其子组. 称该子组是原向量组的

1) 子组线性无关,

2) 原向量组中的每个向量都能用子组线性表示

极大无关组是指:

（注意：此处的0不是数字0，而是0向量。）



例 讨论𝑅2×2中的向量组

𝛼1 =
−1 5
1 12

, 𝛼2 =
5 5
−2 24

, 𝛼3 =
4 −2
5 −12

, 𝛼4 =
5 −3
2 −8

,

的线性相关性。

解：设𝑥1, 𝑥2,𝑥3, 𝑥4使得

=
0 0
0 0𝑥1

−1 5
1 12

+𝑥2
5 5
−2 24

+𝑥4
5 −3
2 −8

+𝑥3
4 −2
5 −12

即
−𝑥1 + 5𝑥2 + 4𝑥3 + 5𝑥4 5𝑥1 + 5𝑥2 − 2𝑥3 − 3𝑥4
𝑥1 − 2𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 12𝑥1 + 24𝑥2 − 12𝑥3 − 8𝑥4

=
0 0
0 0



因此，𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,𝑥4满足

由于此方程组的系数矩阵的秩是3, 所以它有非零解，故𝛼1, 𝛼2,𝛼3, 𝛼4线

性相关。

−𝑥1 + 5𝑥2 + 4𝑥3 + 5𝑥4 = 0

5𝑥1 + 5𝑥2 − 2𝑥3 − 3𝑥4 = 0

𝑥1 − 2𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 = 0

12𝑥1 + 24𝑥2 − 12𝑥3 − 8𝑥4 = 0



定义1.2   设𝑉是数域P上的一个线性空间，𝑉中满足以下两个条件的向

量组𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛称为𝑉的基：

(1) 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛线性无关；

(2) 𝑉中的每一个向量都可以由𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛 线性表示。

此时，称 𝑛为线性空间𝑉的维数。线性空间𝑉的维数记为dim(𝑉)。

维数为𝑛的线性空间称为𝑛维线性空间.

规定:仅含零向量的线性空间的维数是零。



例 𝐴 =
1 1
2 −1

。令𝑉𝐴 = {𝑋|𝐴𝑋 = 𝑋𝐴, 𝑋 ∈ 𝑅2×2},求𝑉𝐴的基与维数。

解：首先验证 为一线性空间AV （略）；接下来, 按定义求此空间的基与维数。

任意

𝐴𝑋 =
1 1
2 −1

𝑥1 𝑥2
𝑥3 𝑥4

=
𝑥1 + 𝑥3 𝑥2 + 𝑥4
2𝑥1 − 𝑥3 2𝑥2 − 𝑥4

𝑋 ∈ VA，令𝑋 =
𝑥1 𝑥2
𝑥3 𝑥4

，

𝑋𝐴 =
𝑥1 𝑥2
𝑥3 𝑥4

1 1
2 −1

=
𝑥1 + 2𝑥2 𝑥1 − 𝑥2
𝑥3 + 2𝑥4 𝑥3 − 𝑥4

𝐴𝑋 = 𝑋𝐴
𝑥1 + 𝑥3 𝑥2 + 𝑥4
2𝑥1 − 𝑥3 2𝑥2 − 𝑥4

= 
𝑥1 + 2𝑥2 𝑥1 − 𝑥2
𝑥3 + 2𝑥4 𝑥3 − 𝑥4

x x x

x x

x x

x x

1 2 4

2 2

3 2

4 4

2

2

= +


=


=
 =

x x x
X

x x

2 4 2

2 4

2

2

+ 
=  
 

x x
2 4

2 1 1 0

2 0 0 1

   
+   

   
=



又
2 1 1 0

2 0 0 1

   
   
   

与 线性无关，

因此 的基是 ,维数是2.
2 1 1 0

2 0 0 1

   
   
   

,AV

2 4 2

2 4

2 4

2 2 1 1 0
,

2 2 0 0 1
考虑到 有 = ，

A

x x x
X V X x x

x x

+     
  = +     

    



定理1.1   设𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛是数域𝑃上的线性空间𝑉的一组基，则𝑉中的每

一个向量都可以用 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛唯一线性表示。

证明：设𝛼 ∈V,由于𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛是线性空间的基，因此𝛼可以用 𝛼1, 𝛼2, 

… , 𝛼𝑛线性表示。

𝛼 = 𝑥1𝛼1+𝑥2𝛼2+⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛 = 𝑦1 𝛼1+𝑦2𝛼2+⋯+ 𝑦𝑛𝛼𝑛

(𝑥1 − 𝑦1)𝛼1+(𝑥2 − 𝑦2)𝛼2+⋯+ (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)𝛼𝑛=0

又𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛线性无关， 𝑥1 − 𝑦1 = 𝑥2 − 𝑦2 = ⋯ = 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛=0

因此𝛼可以用 𝛼1 , 𝛼2 ,… , 𝛼𝑛线性表示，且表示法唯一。

假设表示法不唯一，记



由此可知，如果 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛的基，则

(2) 𝑉中的向量𝛼与有序𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛之间构成一一对应关系。

𝑉 = 𝑥1𝛼1+𝑥2𝛼2+⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛|𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑃

1 𝑉中的全体向量可以表示为：

定义1.3   设𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛是数域𝑃上的线性空间𝑉的一组基，𝛼 ∈

𝑉。如果有序数组𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛使得

𝛼 = 𝑥1𝛼1+𝑥2𝛼2+⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛

则称𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛为向量𝛼在基 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛下的坐标，记作(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)
𝑇。

注：记法𝛼=（ 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛）

𝑥1
⋮
𝑥𝑛



定理1.2   设𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛是数域𝑃上的线性空间𝑉的一组基，α, 𝛽 ∈ 𝑉, 在

基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛下它们的坐标分别是(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)
𝑇 和(𝑦1, 𝑦2,… , 𝑦𝑛)

𝑇 ,则

（1） α + 𝛽的坐标分别是 (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)
𝑇 +(𝑦1, 𝑦2,… , 𝑦𝑛)

𝑇 。

（2） kα的坐标分别是 (𝑘𝑥1, 𝑘𝑥2,… , 𝑘𝑥𝑛)
𝑇。

一般来说，线性空间及其向量是抽象的对象，不同空间的向量完全可

以具有千差万别的类别及性质,但坐标表示却把它们统一了起来.利用坐标表

示把差别留给了基，由坐标所组成的新向量仅由数域中的数组表示出来。

更进一步，原本抽象的“加法”及 “数乘”经过坐标表示就转化为通常𝑛维向量

的加法和数乘。



1：抽象向量与其坐标建立一一对应关系;

3：抽象向量组的相关性与矩阵表达的具体向量组的相关性完全一致,即

基确定后,抽象向量在此基下的坐标的灵活运用

抽象向量组无关 具体向量组无关；抽象向量组相关 具体向量组相关。

示例： 设 是线性空间的一组基.
m1 2

( , , , )    n1 2
( , , , )     空间中抽象向量组.

记
11 12 1

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , ) ,，
m

n n m n

n n nm

a a a

a a a

           

     
     

=       =          =           
     
     

从而有 m1 2
( , , , )    

m

n

n nm

a a

a a

11 1

1 2

1

( , , , )

   
 

=          
    

  

抽象向量组
具体向量组

2：抽象向量组与矩阵（具体向量组）建立一一对应关系；



简证： 设 是线性空间的一组基. m1 2
( , , , )    

n1 2
( , , , )     空间中抽象向量组.

1
( ) 关若抽象组 相

m
   

m

n

n nm

a a

a a

11 1

1 2

1

( , , , )

   
 

=          
    

  1 2
( , , , )且

m
    

1

1 m
0, 0不全为 使得（ ）

i

m

k

k

k

 

 
 

       = 
 
 11 1 1

1 2

1

( , , , ) 0

m

n

n nm m

a a k

a a k

  

     
   

            =   
        

11 1 1

1

0

m

n nm m

a a k

a a k

     
   
         =  

       

一方面，

具体列向量组相关。

另一方面，
1

( )设 。抽象组 无关
m

   

11 1

1

反证法，假设 列向量组相关，
m

n nm

a a

a a

   
 
      

    

0,不全为 使得
i

k

11 1 1

1

0

m

n nm m

a a k

a a k

     
   
         =  

       

1

1 m
=0（ ）

m

k

k

 

 
 

      
 
 

1
( )抽象组 相关，矛盾。

m
   

。具体列向量组无关



解:在线性空间P t
3
( )中取一组基 t t t

2 3
1, , , . 则有

f t f t f t f t t t t
2 3

1 2 3 4

1 1 5 5

4 9 6 7
( ( ), ( ), ( ), ( )) (1, , , )

2 3 0 5

1 2 1 2

− − 
 
 =
 − − −
 
 

例 求线性空间𝑝3(t)中的向量组𝑓1(t)=1+4t-2𝑡2+ 𝑡3;

𝑓2(t)=-1+9t-3𝑡2+2 𝑡3; 𝑓3(t)=-5+6t+ 𝑡3;𝑓4(t)=5+7t-5𝑡2+2 𝑡3

的秩和一个极大无关组.



1 1 5 5

4 9 6 7

2 3 0 5

1 2 1 2

− − 
 
 
 − − −
 
 

1 1 5 5

0 13 26 13

0 5 10 5

0 3 6 3

− − 
 

− 
 − −
 

− 

1 1 5 5

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

− − 
 

− 
 
 
 

因此, f t f t f t f t
1 2 3 4

( ( ), ( ), ( ), ( )) 的秩是2, 极大无关组是 f t f t
1 2

( ( ), ( ))

f t f t
1 3

( ( ), ( )) f t f t
1 4

( ( ), ( )).或 或



向量在不同基下的坐标之间的关系
设 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛和𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛是线性空间𝑉的的两组基，且满足：

改写(2.1.2)式成如下形式

其中

定义1.4 称矩阵𝐴为由基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛到基𝛽1, 𝛽2 ,… , 𝛽𝑛的过渡矩阵.

称公式(2.1.3)为由基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛到基𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛的基变换公式。

𝛽1= 𝑎11𝛼1+ 𝑎12 𝛼2+⋯+ 𝑎1𝑛𝛼𝑛
𝛽2 = 𝑎21𝛼1+ 𝑎22 𝛼2+⋯+ 𝑎2𝑛𝛼𝑛

…………

𝛽𝑛 = 𝑎𝑛1𝛼1+ 𝑎𝑛2 𝛼2+⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝛼𝑛

（𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛）=（ 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛）𝐴, 𝐴 =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21
⋮

⋱
𝑎2𝑛
⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛



定理1.3    设 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛和𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛是线性空间𝑉的的两组基。

基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛到基𝛽1, 𝛽2 ,… , 𝛽𝑛的过渡矩阵是𝐴。

若𝛼=（𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛）𝑥；

𝛼是𝑉中向量。

且𝛼=（𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛）𝑦, 则 𝑥 = 𝐴𝑦 。

证：记（𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛）=（𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)A.

（𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛）𝑦=（𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛) 𝐴𝑦
则𝛼 𝑥 = 𝐴𝑦.

定理2.1.4

则𝐴可逆

2)设 𝛼1,… , 𝛼𝑛是基，𝐴是可逆矩阵。 必为一组基。

且（𝛼1,… , 𝛼𝑛) = 𝛽1,,… , 𝛽𝑛）𝐴−1.

且(𝛽1,… , 𝛽𝑛) = 𝛼1,… , 𝛼𝑛)𝐴,

（𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛）𝑥;

1)𝛼1,… , 𝛼𝑛和𝛽1,… , 𝛽𝑛是空间𝑉的两组基

则(𝛽1,… , 𝛽𝑛) = 𝛼1,… , 𝛼𝑛)𝐴

基的构造



例 已知𝛼1,𝛼2,𝛼3是3维线性空间𝑉的一组基，向量组𝛽1, 𝛽2,𝛽3满足

(1) 证明：𝛽1, 𝛽2,𝛽3也是𝑉的一组基。

(2) 求由基𝛽1, 𝛽2,𝛽3到基𝛼1,𝛼2,𝛼3的过渡矩阵。

(3)求向量𝛼1 + 2𝛼2 −𝛼3在基𝛽1, 𝛽2,𝛽3下的坐标。

𝛽1+𝛽3= 𝛼1 + 𝛼2 +𝛼3 𝛽1+𝛽2= 𝛼2 +𝛼3 𝛽2+𝛽3= 𝛼1 +𝛼3

解:容易得

1 2 3 1 2 3

0
1

( , , ) 1
2

1

2

 
 
 

= + =  
 
 
 

     
2 3 1 2 3

0
1

( , , ) 0 ,
2

1

2

 
 
 

= =  
 
 
 

    
3 1 3 1 2 3

1
1

( , , ) 0
2

1

2

 
 
 

= + =  
 
 
 

     



C
1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 0 1

( , , ) ( , , ) 1 0 0 ( , , )

1 1 1

2 2 2

 
 
 

= = 
 
 
 

        容易得

又C可逆,因此 1 2 3
( , , )   是一组基.

由上得 C
1

1 2 3 1 2 3
( , , ) ( , , ) ,

−=      也即 1 2 3 1 2 3
( , , ) ( , , )到      的过度阵是

C
1
,

−
容易求得 1

0 1 0

1 1 2

1 0 0

C
−

 
 

= − − 
 
 

C
1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 2

2 ( , , ) 2 ( , , ) 2 ( , , ) 5

1 1 1

−

     
     

+ − = = =     
     − −     

           

因此 1 2 3 1 2 3
2 ( , , )+ − 在基 下的坐是     

2

5 .

1

 
 
− 

 
 



例 设𝑅2×2的两组基为：

(II)   
1 0
1 1

, 
0 1
1 1

, 
1 1
1 0

, 
1 1
0 1(I)   

1 0
0 0

, 
1 1
0 0

, 
1 1
1 0

, 
1 1
1 1

试求：(1)由基(I)到基(II)的过渡矩阵；

解(1)取 中的一组自然基R
2 2 E E E E

11 12 21 22

1 0 0 1 0 0 0 0
( , , , )

0 0 0 0 1 0 0 1

        
=         

        

则
I E E E E E E E E A

11 12 21 22 11 12 21 22

1 1 1 1

0 1 1 1
( ) ( , , , ) ( , , , )

0 0 1 1

0 0 0 1

 
 
 = =
 
 
  II E E E E E E E E B

11 12 21 22 11 12 21 22

1 0 1 1

0 1 1 1
( ) ( , , , ) ( , , , ) .

1 1 1 0

1 1 0 1

 
 
 = =
 
 
 

(2)求在基(I)与基(II)下有相同坐标的矩阵。

因此,

II E E E E B I A B
1

11 12 21 22
( ) ( , , , ) ( ) ,

−= = 即 I( )到(II)的过度矩阵是 A B
1

???.
− =



x x

x x x x
C E E E E I A

x x x x

x x

11 11

11 12 12 121

11 12 21 22

21 22 21 21

22 22

( , , , ) ( )
−

   
   

     = = =      
   
   

由

x

x
C II B

x

x

11

121

21

22

( )
−

 
 
 =
 
 
 

以及

可得

x x

x x
A B

x x

x x

11 11

12 121 1

21 21

22 22

,
− −

   
   
   =
   
   
   

因此

x

x
A B

x

x

11

121 1

21

22

( ) 0.
− −

 
 
 − =
 
 
 

也即 就是

x

x

x

x

11

12

21

22

 
 
 
 
 
 

A B X
1 1

( ) 0
− −− = 的解. X ???=

解(2)设
x x

C
x x

11 12

21 22

 
=  
 

在基(I)与(II)下有相同的坐标.



三、线性子空间

定义1.5   设𝑉是数域𝑃上的一个线性空间，𝑆为𝑉中的一个非空子集。

单独一个零向量构成的子集 0 与𝑉都是𝑉的线性子空间，称它们为

线性空间𝑉的平凡子空间。

显然，如果𝑆是𝑉的一个线性子空间，则必有dim(𝑆) ≤ dim(𝑉)

若𝑆对于𝑉中定义的加法与数乘构成一个线性空间，则𝑆称为𝑉的线性子空间。

定理1.4  线性空间𝑉的非空子集𝑆构成子空间的充分必要条件是

𝛼 + 𝛽 ∈ 𝑆 , 𝑘𝛼 ∈ 𝑆.

𝑆对于𝑉中的线性运算封闭，即：对任意𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆, 𝑘 ∈ 𝑃，都有



11 11 12 12

1

21 21 22 22

a b a b
A B V

a b a b

+ + 
+ =  

+ + 

11 12 11 12

1 1

21 22 21 22

,
a a b b

A V B V
a a b b

   
 =      

   

11 12 21 22
0a a a a+ + + =

11 12 21 22
0b b b b+ + + =

11 11 12 12 21 21 22 22
( ) ( ) ( ) ( ) 0a b a b a b a b+ + + + + + + =

11 12 21 22 11 12 21 22
( ) 0aa aa aa aa a a a a a+ + + = + + + =

1
aA V

则有

从而

因此 即 构成子空间.

解

例 线性空间𝑅2×2中的下列子集合是否是线性子空间?为什么?

(1) 𝑉1 =
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

|𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎21 + 𝑎22 = 0

(2) 𝑉2 = 𝐴| det 𝐴 = 0

𝑉1



事实上，如果取 𝐴1 =
1 0
0 0

, 𝐴2 =
0 0
0 1

,则

(2) 𝑉2 = 𝐴| det 𝐴 = 0 不构成子空间。

𝐴1， 𝐴2 ∈ 𝑉，但𝐴1 + 𝐴2不在V中，即V对加法不封闭。



R 的下列子集是否构成子空间2 3 ?

;,,
0

01
)1( 1

















= Rdcb

dc

b
W

.,,,0
00

0
)2( 2









=++







= Rcbacba

c

ba
W

例

解（1）不能；（2）能



定理1.5  设W是𝑛维线性空间𝑉的一个𝑟 维子空间（ 𝑟 < 𝑛），

𝛼1 , 𝛼2 ,… , 𝛼𝑟是𝑊的一组基。则𝑉 中存在𝑛 − 𝑟 个向量𝛼𝑟+1 , 𝛼𝑟+2 ,… , 𝛼𝑛 ，

使得𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛为V的一组基。
基的扩充定理



如果V是数域𝑃上的一个线性空间, 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚 是给定的m个向量.

显然集合𝑆非空,且𝑆对于𝑉中的线性运算封闭,因此𝑆是𝑉的子空间。

定义一个集合𝑆：由𝛼1, 𝛼2,… ,𝛼𝑚的一切线性组合构成，即

记作称子空间𝑆为由𝛼1, 𝛼2,… ,𝛼𝑚所生成的子空间， 𝑆𝑝𝑎𝑛 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚 。

其中𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚称为子空间𝑆的生成元。

思考：𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚是不是𝑆𝑝𝑎𝑛 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚 的基？

定理1.6 记𝑆=𝑆𝑝𝑎𝑛 𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚 ， 则 𝛼1,,… , 𝛼𝑚的极大线性无关组

是 𝑆 的基，dim(𝑆)等于向量组𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑚的秩。

𝑆 = {𝜆1𝛼1+ 𝜆2 𝛼2+⋯+ 𝜆𝑚𝛼𝑚|𝜆1, 𝜆2 , … 𝜆𝑚 ∈ 𝑃}.



例 设有𝑃3 (𝑡)中的多项式组

(1)    求𝑆𝑝𝑎𝑛 𝑓1 𝑡 , 𝑓2 𝑡 , 𝑓3 𝑡 , 𝑓4 (𝑡) 的基与维数。

(2)    将(1)中所求得的𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑓1 𝑡 , 𝑓2 𝑡 , 𝑓3 𝑡 , 𝑓4 𝑡 }的基扩充成𝑃3 (𝑡)的基。

解(1)只需寻找 1 2 3 4
f f f f, , , 的极大无关组

𝑓1(t)=1+4t-2𝑡2+ 𝑡3; 𝑓2(t)=-1+9t-3𝑡2+2 𝑡3;

𝑓3(t)=-5+6t+ 𝑡3;𝑓4(t)=5+7t-5𝑡2+2 𝑡3



2 3 2 3

1 2 3 4 1 1

1 1 5 5

4 9 6 7
1 1

2 3 0 5

1 2 1 2

f f f f t t t t t t A( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

− − 
 
 = =
 − − −
 
 

因为

1 1 5 5 1 1 5 5 1 1 5 5

4 9 6 7 0 13 26 13 0 1 2 1

2 3 0 5 0 5 10 5 0 0 0 0

1 2 1 2 0 3 6 3 0 0 0 0

A

− − − − − −     
     

− −     =  
     − − − − −
     

−     

因此,原生成子空间维书数2,基 1 2
f f( , )



1 2
f f( , ,?,?)

添加后2列,使得形成可逆矩阵.

解(2)

因为
1 1

13 0
4 9

,
−

= 

因此,添加后2列为

1 1 0 0

4 9 0 0

2 3 1 0

1 2 0 1

− 
 
 
 − −
 
 

产生可逆阵,

也即,添加以

0 0

0 0

1 0

0 1

,

   
   
   
   
   
   

为坐标的向量 2 3
t t, 就得到原空间的基

2 3

1 2
f f t t( , , , ).

2 3 2 3

1 1

1 1

4 9
1 1

2 3

1 2

t t t t t t B

? ?

? ?
( , , , ) ( , , , )

? ?

? ?

− 
 
 = =
 − −
 
 



子空间的交与和

定理1.6   设𝑉1 ,𝑉2是线性空间𝑉的子空间，则𝑉1 ∩ 𝑉2也是𝑉的子空间，

称这个子空间为𝑉1与𝑉2的交空间。

证明：因为𝑉1,𝑉2是线性空间𝑉的子空间，所以 0 ∈ 𝑉1,0 ∈ 𝑉2

从而𝑉1 ∩ 𝑉2不是空集。

对任意的𝑘 ∈ 𝑃, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2 ，则

1)   𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉1. 由于𝑉1是𝑉的子空间,因此 𝛼 + 𝛽 ∈ 𝑉1 ,𝑘𝛼 ∈ 𝑉1 ；

2)   𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉2. 由于𝑉2是𝑉的子空间,因此 𝛼 + 𝛽 ∈ 𝑉2 ,𝑘𝛼 ∈ 𝑉2 ；

因此 𝛼 + 𝛽 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2,𝑘𝛼 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2. 故 𝑉1 ∩ 𝑉2也是𝑉的子空间。



定理1.7   设𝑉1,𝑉2是线性空间𝑉的子空间，则

也是𝑉的子空间，称这个子空间为𝑉1与𝑉2的和空间。

𝑉1+ 𝑉1= 𝛼1 + 𝛼2|𝛼1 ∈ 𝑉1, 𝛼2 ∈ 𝑉2

注意：𝑉1,𝑉2是线性空间𝑉的子空间，𝑉1 ∪ 𝑉2一般不是𝑉的线性子空间.

例如 𝑉1= (𝑥1, 0)
𝑇|𝑥1 ∈ 𝑅 , 𝑉2= (0, 𝑥2)

𝑇|𝑥2 ∈ 𝑅 ,𝑉1,𝑉2是𝑅2的子空间.

但𝑉1 ∪ 𝑉2不是𝑅2的子空间。

取𝛼1= (1,0)𝑇∈ 𝑉1 , 𝛼2= (0,1)𝑇∈ 𝑉2,

则𝛼1 +𝛼2= (1,0)𝑇+ (0,1)𝑇= (1,1)𝑇 𝑉1 ∪ 𝑉2，即𝑉1 ∪ 𝑉2对加法运算不封闭。

证明:略.

这是因为对加法不封闭，例如



如果𝑉1 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑠}, 𝑉2 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑡},那么

𝑉1+𝑉2= 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑠, 𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑡}

定理1.8

证明:  因为等式两端都是子空间,所以要证相等只需要证明2个集合相等,

即互相包含.

1 2
V V" ", ,+  

1 1 1 1s s t t
k k l l   = +  + +  右侧;

" ",   右侧; 1 1 1 1s s t t
p p q q    = +  + + 

1 2
  = +

1 2
 = + 1 2

V V .+



1 1 2 1

2 1 1 1

1 1 0 3

0 1 1 7

而

− 
 

− − 
 
 
 

1 1 2 1

0 3 5 3
~

0 2 2 2

0 1 1 7

− 
 

− − 
 −
 
 

1 1 2 1

0 1 3 5
~

0 0 4 12

0 0 0 0

− 
 

− − 
 
 
 

例 设 𝛼1=

1
2
1
0

， 𝛼2=

−1
1
1
1

， 𝛽1=

2
−1
0
1

， 𝛽2 =

1
−1
3
7

，

令𝑉1 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼1， 𝛼2}， 𝑉2 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛽1， 𝛽2}，

求𝑉1 ∩ 𝑉2，𝑉1 + 𝑉2 的基与维数。

解：𝑉1 + 𝑉2 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼1， 𝛼2，𝛽1， 𝛽2}，

因此向量组𝛼1， 𝛼2，𝛽1， 𝛽2的一个极大无关组是𝛼1， 𝛼2，𝛽1，

𝑉1 + 𝑉2的一组基是𝛼1， 𝛼2，𝛽1，而dim(𝑉1 + 𝑉2)=3.



1 1 2 2 1 1 2 2
a a b b    = + = +

1 1 2 2 1 1 2 2
0即有 ，a a b b   + − − =

1 2 1 2

1 1 2 1

2 1 1 1
( , , , )= .

1 1 0 3

0 1 1 7

其中，A    

− − − 
 
 = − −
 −
 

− − 

1

2

1 2 1 2

1

2

( , , , ) 0即

a

a

b

b

   

 
 
 − − =
 
 
 

1

2

1

2

1

-4
=

3

-1

解得 ， 任意。

a

a
k k

b

b

   
   
   
   
   

  

5

-2

-3

-4

因此 ， 任意，k k

 
 
 =
 
 
 

( )1 2
dim 1从而 。V V =

下面求𝑉1 ∩ 𝑉2的基与维数。

对任意𝛼 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2，必存在常数 1 2 1 2
， 与 ， 使得a a b b

即𝑉1 ∩ 𝑉2的基是

5

-2

-3

-4

。

 
 
 
 
 
 

1

2

1

2

0即 刚好是方程组 的解，

a

a
AX

b

b

 
 
  =
 
 
 



定理1.9   设𝑉1,𝑉2是线性空间𝑉的两个子空间，则

dim(𝑉1+𝑉2)= dim(𝑉1)+ dim(𝑉2)−dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) 

证明：设dim(𝑉1)=𝑛1dim(𝑉2)= 𝑛2, dim(𝑉1∩ 𝑉2) = 𝑟

𝑉1+𝑉2 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑟 ,𝛽1,𝛽2,… , 𝛽𝑛1−𝑟 , 𝑒1,𝑒2,… , 𝑒𝑛2−𝑟}

𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑟 ,𝛽1,𝛽2,… , 𝛽𝑛1−𝑟 , 𝑒1,𝑒2,… , 𝑒𝑛2−𝑟

V
V V V V

V

1

1 2 1 2

2


  +



扩充成 的基
1

V

取 的基1 2
V V

1
α α,

r





r n r
1

1 1
α α β β, , , ;

−
     

扩充成 的基2
V

r n r
e e

2
1 1
α α, , ,

−
     

则

要证结论,只需证明 线性无关.

如此则𝑉1 + 𝑉2维数是n1+ n2-r，结论得证。



令数𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑟,𝑦1,𝑦2,… , 𝑦𝑛1−𝑟 , 𝑧1,𝑧2,… , 𝑧𝑛2−𝑟使得

𝑥1𝛼1 +𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑟𝛼𝑟+ 𝑦1 𝛽1 + 𝑦2𝛽2+⋯+ 𝑦𝑛1−𝑟𝛽𝑛1−𝑟 +𝑧1𝑒1 +𝑧2𝑒2+⋯+ 𝑧𝑛2−𝑟𝑒𝑛2−𝑟 = 0

移向得𝑥1𝛼1 +𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑟𝛼𝑟+ 𝑦1 𝛽1 + 𝑦2𝛽2+⋯+ 𝑦𝑛1−𝑟𝛽𝑛1−𝑟 = −𝑧1𝑒1 − 𝑧2𝑒2 −⋯− 𝑧𝑛2−𝑟𝑒𝑛2−𝑟

令𝛾= 𝑥1𝛼1 +𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑟𝛼𝑟+ 𝑦1 𝛽1 + 𝑦2𝛽2+⋯+ 𝑦𝑛1−𝑟𝛽𝑛1−𝑟 = −𝑧1𝑒1 − 𝑧2𝑒2 −⋯− 𝑧𝑛2−𝑟𝑒𝑛2−𝑟

则由 1 和（2)式知𝛾 ∈ 𝑉1⋂𝑉2, 从而存在系数𝜆1，𝜆2，…𝜆r使得

𝛾 = 𝜆1𝛼1 +𝜆2𝛼2 +⋯+ 𝜆𝑟𝛼𝑟,

由𝛾的第（2）和（3）式得𝜆1𝛼1 +𝜆2𝛼2 +⋯+ 𝜆𝑟𝛼𝑟+ 𝑧1𝑒1 + 𝑧2𝑒2 +⋯+ 𝑧𝑛2−𝑟𝑒𝑛2−𝑟=0.

考虑到𝛼1，𝛼2，…，𝛼𝑟，𝑒1，𝑒2，…，𝑒𝑛2−𝑟是𝑉2的基，可得𝜆𝑖 = 0, 𝑧𝑖=0.

从而𝛾 = 0. 由 1 式得𝑥1𝛼1 +𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑟𝛼𝑟+ 𝑦1 𝛽1 + 𝑦2𝛽2+⋯+ 𝑦𝑛1−𝑟𝛽𝑛1−𝑟=0，

考虑到𝛼1，𝛼2，…，𝛼𝑟，𝛽1，𝛽2，，𝛽𝑛1−𝑟是𝑉1的基，可得 𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖=0.

即得𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑟,𝛽1,𝛽2,… , 𝛽𝑛1−𝑟 , 𝑒1,𝑒2,… , 𝑒𝑛2−𝑟线性无关。综上有，𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖=0， 𝑧𝑖=0，

（1） （2）

（3）



证明：由维数公式dim(𝑉1+𝑉2)= dim(𝑉1)+ dim(𝑉2)−dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) 

dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) = dim(𝑉1)+ dim(𝑉2)− dim(𝑉1+𝑉2)

> 𝑛 − dim(𝑉1 +𝑉2)

即有dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) > 0即𝑉1∩ 𝑉2中含有非零元。

≥0

例 𝑉1和𝑉2是n维线性空间V的两个子空间。已知

dim(𝑉1)+ dim(𝑉2) > 𝑛， 证明：𝑉1 ∩ 𝑉2中含有非零元。



定义1.6   设𝑉1,𝑉2是线性空间𝑉的两个子空间，若𝑉1 + 𝑉2中每个向量

的分解式 𝛼 = 𝛼1+𝛼2 (𝛼1 ∈ 𝑉1, 𝛼2 ∈ 𝑉2)

是唯一的，则称𝑉1 + 𝑉2为直和，记作𝑉1 ⊕𝑉2.

定理1.10   设𝑉1,𝑉2是线性空间𝑉的两个子空间，则下列条件相互等价：

（1） 𝑉1 + 𝑉2为直和。 （2）𝑉1 ∩ 𝑉2 ={0} 。

(3)零向量的分解式唯一，即若𝛼1+𝛼2 = 0，则必有𝛼1=𝛼2 = 0。

(4) 𝑉1 + 𝑉2的基由𝑉1的基与𝑉2的基合并而成。

dim(𝑉1+𝑉2)= dim(𝑉1)+ dim(𝑉2)(5)



（1） （2）

1 2
   ,V V

1 2
0  = − =,V V   有0= + (- ) 又  0= 0+ 0，由直和定 知 

（2） （3）

1 2 1 2 1 2
0 =  + ,V V   令 = + +  则

1 1 2 2 1 2
− −   ,   = V V  

1 1 2 2
= =   因此 ， 。

（3） （4）

令
1 1 2 1

     , , , .
m n

V V   的基 , 的基
1 2 1 1

      }.
m n

V V    + = span{ ,则

令
1 1 1 1

0+ + + + =+h
m m n n

k k h    则

1 1 1 1 1 2
0 = + + + +  +( ) .)+(

m m n n
k k h h V V    因此

1 1 1 1
0+ + + + = .

m m n n
k k h h   = 0; 从而 0= = ,

i i
k h



（4） （5） 显然

（5） （1）

 （5） （2） （1）



𝑉2=𝑆𝑝𝑎𝑛
2 −1

𝑎 + 2 1
,
−1 2
4 𝑎 + 8

例 设𝑅2×2的两个子空间为

1
V1） 求 的基与维数

1 2 1 2 1 2
V V V V V V2） a为何值时， + 为直和；当 + 不是直和时，求 的维数。

𝑉1=
𝑥1 𝑥2
𝑥3 𝑥4

|2𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 0, 𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 0



解 ：(1)设
1 2 3

1 2 3 4

2 3 0

2 0

x x x

x x x x

+ − =


+ + − =

解得
1 2 3 4 1 2( , , , ) (1,0,2,3) (0,1,3,5)x x x x k k= +

故V1的基是
1 0 0 1

,
2 3 3 5

   
   
   

1dim( ) 2V =

即得
1 2

1 2

3 4

1 0 0 1

2 3 3 5

x x
k k

x x

     
= +     

    

1 2

1

3 4

,
x x

V
x x

 
 

 
则



(2) 则存在常数1 2V V 
1 2 3 4, , ,x x x x

1 2 3 4

1 0 0 1 2 1 1 2
=

2 3 3 5 2 1 4 8
x x x x

a a


− −       
+ = +       

+ +       

使得

1 0 2 1

0 1 1 2

2 3 2 4

3 5 1 8

A
a

a

− 
 

−
 =
 − − −
 

− − − 

其中

即 1 3 4 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

2 2
0

2 3 ( 2) 4 3 5 ( 8)

x x x x x x

x x a x x x x x a x

− + + − 
= 

+ − + − + − − + 

1 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

2 0

2 3 ( 2) 4 0

3 5 ( 8) 0

x x x

x x x

x x a x x

x x x a x

− + =


+ − =


+ − + − =
 + − − + =

即
=0Ax



当a≠-1时， ( )=4r A =0Ax 只有0解，  1 2 =V V O即 1 2V V + 是直和；

当a=-1时， ( )=2r A 这时

故 1 2 2=V V V ， 是 1 2V V 的基 1 2dim( ) 2V V =

1 0 2 1 1 0 2 1

0 1 1 2 0 1 1 2

2 3 2 4 0 0 1 0

3 5 1 8 0 0 0 1

A
a a

a a

− −   
   

− −
   =
   − − − − −
   

− − − − −   

1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

2

2

x x x

x x x
x

x x

x x

−   
   

− +
   = =
   
   
   

1 2 3 4

1 0 0 1 2 1 1 2
=

2 3 3 5 2 1 4 8
x x x x

a a


− −       
+ = +       

+ +       
3 4 3 4

2 1 1 2
, ,

1 1 4 7
x x x x

− −   
= +   

   
任意。

2 1 1 2

1 1 4 7

− −   
   
   

，

从而



1 2
1.7    ,定义 若 =V V V

1 2 2 1
V V V V是 的补空间， 是 的补空间， 称

1 2
V V 为V的直和分解。

1 2
V V与  

则称

互补



2n n例：设R 的 个子空间

1 2

n n S S = (1)  证明：R

解：对任意矩阵A,令 则有

A=B+C,且

1 2
C B S , S ,

因此
1 2

n n S S  +R ；

1 2

+  n n
S S R

1 2

 = +因此 n n
R S S反之显然,



解（2）当𝑛 = 3时，如果𝐴 ∈ 𝑆1,则

这表明：A可以用

线性表示，而且它们线性无关，因此它们是𝑆1的基。

11 11 22 22 33 33 12 12 21 13 13 31 23 23 32
= + + + + + + + +( ) ( ) ( )a E a E a E a E E a E E a E E


