
一 线性变换及其运算

二 线性变换的表示矩阵

三 线性变换的特征值与特征向量

5讲 线性变换



一、线性变换及其运算

定义3.1  设𝑻是数域𝑷上的线性空间𝑽到自身的映射，如

果下列条件满足，则称𝑻是线性空间上的线性变换，

(1) 对任意的𝛼，𝛽 ∈ 𝑽, 𝑻 𝛼 + 𝛽 = 𝑻 𝛼 + 𝑻 𝛽 ,

(2) 对任意的𝛼 ∈ 𝑽, 𝒌 ∈ 𝑷, , 𝑻 𝒌𝛼 = 𝒌𝑻 𝛼 .

例： 𝑷𝒏(t)表示至多n次多项式的全体形成的线性空间，定义变换：

𝑻(𝒇 𝒕 𝟎׬=(
𝟏
𝒇 𝒕 𝒅𝒕, 𝒇 𝒕 ∈ 𝑷𝒏(t),

则𝑻是𝑷𝒏(t)上的线性变换。



例 判定矩阵空间𝑹𝒏×𝒏 上的下列变换T是否为线性变换：

1 ) ,任意 n n
X R 1

= − , ;,其中 是给定非零矩阵T BX AAX XB

2 ) ,任意 n n
X R 2

= + , , , .其中 是给定非零矩阵A B CT X AXB C

解:容易检验

2 2 2
+  +( ) ( ) ( )因为 。T X Y T X T Y

1 1 2 1 1
+ = + =( ) ( ) ( ); ( ) ( ).因为T X Y T X T Y T kX kT X𝑻𝟏是线性变换;

𝑻𝟐是线性变换;
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 证 关因 ，，: 相 ，
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若    

注: T T T(1) (0) 0, ( ) ( )= − = − 

n nx T x T1 1( ) ( )= +    + 

n nT x T x1 1( ) ( )= +    + 

n

n

x
T T

x

1

1( ( ), , ( ))
 
 =      
 
 

  nT 1( , , )=    

n nT x x1 1( )= +    + 

表明:T作用到抽象向量组的组合上,

形式上组合系数直接提到外面,

( )n nA A1 1( , , ) ( , , )   =   T T   

n

x

x

1 
   
 
 

同理,T作用到抽象组乘以矩阵上,

矩阵可以直接提到外面,即

1 2 1 2
,(3)如果 ， 线性相关。 相关，则

n n
T TT          



0,3.2   ( ) ,定义 对 都有V T   = 则称T是零变换;

( ) ,都有T  = 则称T是恒等变换.

定义3.3  设𝑻是数域𝑷上的线性空间𝑽上的线性变换，

(1) 𝑽中所有向量的象𝑻(𝑽)称作𝑻的值域，记作𝑹(𝑻),

(2) 𝑽中所有𝑻映射成零的向量全体称作𝑻的核，记作𝑲𝒆𝒓 𝑻 或𝑵 𝑻 .



定理3.1 线性空间𝑽上的线性变换𝒇的值域𝑹(𝒇)和核𝑵(𝒇)

都是𝑽的线性子空间。

证明：任取𝒇 𝒙 ，𝒇 𝒚 ∈ 𝑹 𝒇 ,有

𝒇 𝒙 + 𝒇 𝒚 = 𝒇 𝒙 + 𝒚 ∈ 𝑹 𝒇 , 𝒌𝒇 𝒙 = 𝒇 𝒌𝒙 ∈ 𝑹 𝒇 ,

值域𝑹(𝒇) 是𝑽的线性子空间。

𝒇 𝒙 + 𝒚 = 𝒇 𝒙 + 𝒇 𝒚 = 𝟎,即 𝒙 + 𝒚 ∈ 𝑵 𝒇 ,

𝒇 𝒌𝒙 = 𝒌𝒇 𝒙 = 𝟎,即 𝒌𝒙 ∈ 𝑵 𝒇 ,

核𝑵(𝒇) 是𝑽的线性子空间。

任取𝒙，𝒚 ∈ 𝑵 𝒇 ,有



反包含“ ⊐ ”，

定义3.4  值域𝑹(𝒇)的维数记为𝒓(𝒇),称为变换𝒇的秩，𝑵(𝒇)

的维数记为𝒌𝒆𝒓(𝒇),称为变换𝒇的亏度。

定理3.2 𝑻是线性空间𝑽上的线性变换。若线性空间𝑽的一组

基为𝛼1， 𝛼2 ⋯𝛼n,则 𝑹(𝒇)=span{𝑻(𝛼1)，𝑻(𝛼𝟐)⋯𝑻(𝛼𝒏)}

证明："⊂" ∀𝛼 ∈ 𝑽，记𝛼 = 𝒙𝟏𝛼1+ 𝒙𝟐 𝛼2 ⋯+ 𝒙𝒏𝛼𝒏,则

𝑻(𝛼) = 𝑻(𝒙𝟏𝛼1+ 𝒙𝟐 𝛼2 ⋯+ 𝒙𝒏𝛼𝒏 )= 𝒙𝟏 𝑻(𝛼1)+ 𝒙𝟐𝑻(𝛼𝟐)+⋯+ 𝒙𝒏𝑻(𝛼𝒏) ∈ 右侧；

则𝛽 = 𝒚𝟏 𝑻(𝛼1)+ 𝒚𝟐𝑻(𝛼𝟐)+⋯+ 𝒚𝒏𝑻(𝛼𝒏)= 𝑻(𝒚𝟏𝛼1+ 𝒚𝟐 𝛼2 ⋯+ 𝒚𝒏𝛼𝒏) ∈ 𝑹 𝒇 .

∀𝛽 ∈ span{𝑻(𝛼1)，𝑻(𝛼𝟐)⋯𝑻(𝛼𝒏)}，
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r r r r n n
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  −   − =即有 + -
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 因  此 0 , 

r r n
k k k

+ +
=   = =

( ) . dim   因此 R T n r= −

定理3.3 𝑻是n维线性空间𝑽上的线性变换。则

𝒓 𝒇 + 𝒌𝒆𝒓 𝒇 = 𝒏.



例： 𝒑𝟒(t)中的线性变换𝑻定义如下

𝑻 𝒇(𝒙) = 𝒇′′ + 𝒇 𝟏 .

求𝑹(𝑻)的基与维数，𝑵(𝑻)的基与维数。

解：取𝒑𝟒(t)的基1,𝒙, 𝒙𝟐 𝒙𝟑, 𝒙𝟒, 

则 𝑹(𝑻)=span{𝑻(1), 𝑻( 𝒙), 𝑻(𝒙𝟐), 𝑻(𝒙𝟑), 𝑻(𝒙𝟒), 

=span{𝟏, 𝟏, 3, 𝟔𝒙 +1, 𝟏𝟐𝒙𝟐+1} 

=span{𝟏, 𝟔𝒙 +1, 𝟏𝟐𝒙𝟐+1} 

=span{𝟏, 𝒙, 𝒙𝟐} 

因此𝟏, 𝒙, 𝒙𝟐是𝑹(𝑻)的基，维数3.



4 3 2 2 1 1 0 1 2
0 0 3, , , , .a a a a a a a a a= = = = = − −得

下面求核空间.

任取𝛼∈ 𝑵(𝑻),记𝛼 = 𝒂𝟎+ 𝒂𝟏 𝒙 + 𝒂𝟐𝒙
𝟐 +𝒂𝟑𝒙

𝟑 +𝒂𝟒𝒙
𝟒，

即𝑻(𝒂𝟎+ 𝒂𝟏 𝒙 + 𝒂𝟐𝒙
𝟐 +𝒂𝟑𝒙

𝟑 +𝒂𝟒𝒙
𝟒) = 𝟎。

即𝒂𝟎+ 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 +𝒂𝟑 +𝒂𝟒 +𝟐𝒂𝟐 +𝟔𝒂𝟑 𝒙 + 𝟏𝟐𝒂𝟒𝒙
𝟐=0.

则𝒂𝟎+ 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 +𝒂𝟑 +𝒂𝟒 +𝟐𝒂𝟐 =0；+𝟔𝒂𝟑=0；𝟏𝟐𝒂𝟒=0.

因此𝛼= 𝒂𝟏（𝒙 − 1）+ 𝒂𝟐（𝒙𝟐-3）

故（𝒙 − 1），（𝒙𝟐-3）是𝑵(𝑻)的基，维数是2.



2 2

11 12 21 22, , ,R E E E E 的基 ，则解：取
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显然 ， 是极大无关组，为𝑹(𝑻)的基

0 2 2 0
2

0 0 2 2
( ) , dim ( )R T span R T

    
= =    
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故 ， ，
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1 2

0 3
- , ,

( ) ( )

R T TX MX XM M

R T N T

  
= =  

 
    例： 上的线性变换 定义如下： 其中

求 和 的基与维数。



1 2

3 4

( )
x x

X N T
x x

 
=  
 

设 ，

x x x x
T X MX XM

x x
由

3 1 2 4

3 3

2 2 2 2 0 0

2 2 0 0

 − − − −  
= − = =    −   

( )

N T 维由 是 的基， 数得 是此可
1 0 1 1

2.
0 1 0 0

   − −
   
   

( )

k k k
X k k k k

k
， 任意。

1 2 1

1 2 1 2

2

1 1 1 0

0 0 0 0 1

 − −    − −
 = = +      

    

,

下面求N(T)

1 2 4

3

2 2 2

0

x x x

x

− − −
 

=

x k k

x k

x

x k

1 1 2

2 1

3

4 2

0

 = − −


=
 

=
 =



2 3

0 1 2 3 3( ) ( ),f x a a x a x a x P x = + + + 

2 3

0 1 1 2 2 3 3 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tf x a a a a x a a x a a x= − + − + − + −

求R(T)与N(T)的基与维数。

2 3

3( ) 1 .P x x x x解 ，取 基 ，： 的 ， 由𝑻的定义得：

31 1T x= − 1Tx x= − +
2 2Tx x x= − +

3 2 3Tx x x= − +

3 2 2 3( ) {1 , 1 , , }.R T span x x x x x x= − − + − + − +因此
1 1 0 0 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 1 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 0 0 0

− −   
   

− −   
   − −
   
−   

而 ( ) 21, , ,T xR T TxT故 的基为 dim ( ) 3.R T =

例：定义𝑃3(𝑥)上的线性变换如下：



( ( )) 0T f x =即 ，得

2 3

0 1 1 2 2 3 3 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =0Tf x a a a a x a a x a a x= − + − + − + −

dim ( ) 1.N T =

0 1 1 2 2 3 3 0=0 =0 =0 =0a a a a a a a a − − − −， ， ，

0 1 2 3= = = =a a a a c c ， 任意

2 3( ) (1 ),N T x x x+ + +的基为得

2 3( ) (1 )f x c x x x = + + +

( ) ( ),f x N T令



( ) ( ).解：任取f x N T ( ( )) ( ) ( ) 0则T f x xf x f x= − =

  1( ) dim ( )N T span x N T= =，且 。
2( ) 1, , , , n

nP x x x x取 的一组基 ，

2 2 3 3
(1) 1, ( ) 0, ( ) , ( ) 2 , , ( ) ( 1)

n n
T T x T x x T x x T x n x= − = = =    = −

 ( ) ( ) ( )+ ( )= ( ) ( )N T R T N T R T N T R T = 易见 ，因此 。

( ) ( ) ( ).nP x R T N T = 

 2 3( ) 1, , 2 , , ( 1) dim ( ) .nR T span x x n x R T n= − =则 ，且显然

例：定义𝑃n(𝑥)上的线性变换如下：𝑻 𝒇 𝒙 = 𝒙𝒇′ 𝒙 − 𝒇 𝒙 .

求 (1) 𝑵 𝑻 ;

(2) 证明： 𝑃n(𝑥)=𝑹 𝑻 ⨁𝑵 𝑻 .

( ) ,f x kx k=解此微分方程可得 任意。

1dim( ( )+ ( ))=din ( ) dim ( ) ,N T R T N T R T n+ +由维数公式知 =



证: 以第一个等价条件为例。

1 2( ), ( ) ( )nT T T    无关 ( )R T V = ( ) 0N T =

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0.n nk T k T k T  + + + =令 1 1 2 2( ) 0n nT k k k  + + + =则有 。

1 1 2 2 0,n nk k k  + + + =由单可知

1 2, , ,3.4    n V T   是 一组基 是线性变换。则定理

1 2 0nk k k = =  = =

1 2( ), ( ) ( )nT T T        即 无关。



 证明T单。 ( ) ( ).T T =令 ( ) 0.T  − =则
1
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    

 
 
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设 。

n
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x

T T

x

则有

1
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0 α β α α α
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= − =     
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n

x
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   = 
 
 

( ) 0.  − =

 =即 。

T是单射 满T

1

1 2
α α α( , )

n

n

x

T T T

x

 
 

=     
 
 



证明

))()(())(())(( 1111  −−−− +=+ TTTTTTT1( ( )) ( )T T    − + = + =因为

1 1 1( ) ( ) ( );T T T T   − − −+ = +由 单知

1 1 1( ( )) ( ( )) ( ( )),T T k k kT T T kT   − − −= = =因为

1 1( ) ( ).T T k kT − −=由 单知

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ); ( ) ( )T T T T k kT     − − − − −+ = + = 。只需检验

定理：T既单又满，则T存在逆变换，且其逆变换是线性变换。

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2

3.5 T T V TT T T I

T T T T

= = 

。

定义       和 都是 上的线性变换，若 ，则称

和 互为逆变换，称 是 的逆变换



( ) ( )R T N T T显然， 和 都是 的不变子空间

证明：容易检验。

6

, ( )

3.

, -

T V W V

W T W W T T   

        是线性空间 上的线性变换， 是 的子空间，

如果 都有 那么称 是 的不变子空 。

定

简称

义

间， 子空间

{0} V显然， 和 是任何线性变换的不变子空间，称为平凡的不变子空间。

1 2 1 2 1 2, ,V V T V V V V T +定理：若 是 的不变子空间 则 ， 也是 的不变子空间。



设𝑇是数域𝑃上线性空间𝑉中的线性变换。取𝑉的一组基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛。

记𝑇 𝛼1 = 𝑎11𝛼1+𝑎21𝛼2+⋯+ 𝑎𝑛1𝛼𝑛

𝑇 𝛼2 = 𝑎12𝛼1+𝑎22𝛼2+  …+ 𝑎𝑛2𝛼𝑛

𝑇 𝛼𝑛 = 𝑎1𝑛𝛼1+𝑎2𝑛𝛼2+⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝛼𝑛

⋯⋯⋯

二、 线性变换的表示矩阵

借鉴矩阵乘法的计算公式，𝑇(𝛼1),𝑇(𝛼2),… , 𝑇(𝛼𝑛)与𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛

可以表示成如下形式 (𝑇(𝛼1),𝑇(𝛼2),… , 𝑇(𝛼𝑛)） = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)𝐴

称为线性变换T在基𝛼1 , 𝛼2 ,… , 𝛼𝑛下的表示矩阵。

更一般的，可以表示为 𝑇(𝛼1,𝛼2,… , 𝛼𝑛) = (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)𝐴

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

其中



1 2 3 1 2 3

1 0 0
( , , ) ( , , ) 0 1 0

1 1 0
      

 
 =  

 
 

𝜎

𝑥1
𝑥2
𝑥3

=

𝑥1
𝑥2

𝑥1 +𝑥2

解: 𝜎(𝜀1) = 𝜎
1
0
0

=
1
0
1

，𝜎(𝜀2 ) = 𝜎
0
1
0

=
0
1
1

，𝜎(𝜀3) = 𝜎
0
0
1

=
0
0
0

例 设线性空间 𝑃3上 的线性变换为𝜎，且

求𝜎在标准基𝜺1, 𝜺2, 𝜺3 下的矩阵.



例 已知𝑃3(𝑥)上的线性变换

2 3

0 2 1 3 2 0 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tf x a a a a x a a x a a x= − + − + − + −

2 31T x x x求 在基 ， ， ， 下的矩阵。

2 3 2 2 3 3(1) 1 , ( ) , ( ) 1 , ( ) 1T x T x x x T x x T x x= − = − = − + = − +解：

2 3 2 3 2 3

1 0 -1 -1

0 1 0 0
1 1 1 A.

-1 0 1 0

0 -1 0 1

T x x x x x x x x x

 
 
 
 
 
 

从而 ( ， ， ， )=( ， ， ， ) =( ， ， ， )

2 31 A.T x x x得 在基( ， ， ， )下的矩阵为



定理3.5  设𝑇是线性空间𝑉中的线性变换。𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛是𝑉的基，

𝑇关于基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛的表示矩阵为𝐴，𝛼, 𝑇(𝛼)在基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛下

的坐标分别是𝑥 = (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)
𝑇和𝑦 = (𝑦1, 𝑦2,… , 𝑦𝑛)

𝑇,则

(𝑦1, 𝑦2,… , 𝑦𝑛)
𝑇= 𝐴(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)

𝑇

证明：

(𝑦1, 𝑦2,… , 𝑦𝑛)
𝑇= 𝐴(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)

𝑇

n n n

n n n

x x x
T T T A

x x x

1 1 1

1 1 1( ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
      
      =       =       =      

      
      

      一方面,

另一方面, n

n

y
T

y

1

1( ) ( , , )
 
 =      
 
 

   因此,



定理3.6  设𝐴，𝐵分别是线性变换𝑇1, 𝑇2在基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛下的表示矩阵，

那么在基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛下：

1) 𝑇1+ 𝑇2的表示矩阵为𝐴 + 𝐵；

2) 𝑘𝑇1的表示矩阵为𝑘𝐴；

3) 𝑇1𝑇2的表示矩阵为𝐴𝐵；

4) 若𝑇1可逆，那么𝑇1
−1的矩阵为𝐴−1。

1 2 1 2
( ( ), ( ), , ( ) :) ( )  ,: , ,注 由 ，结合前面结论知

n n
T T T A      = 

A可逆 n
T T T

1 2
( ( ), ( ), , ( ))   无关 R(T)满 T单 T可逆



定理3.7   设在线性空间V中，由基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛到基𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛的过渡

矩阵为𝑃，𝑉中的线性变换𝑇在这两个基下的表示矩阵分别为𝐴，𝐵，则

𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃

记基𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛到

（𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛）=(𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)𝑃。

证明：记𝑇(𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)=(𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)𝐴。

𝑇(𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛)

= (𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)𝑃𝐵

𝑇[(𝛼1, 𝛼2,… , 𝛼𝑛)𝑃]

因此 𝑃𝐵 = 𝐴𝑃, 即𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃

nT P1( , , )=    
n AP1( , , )=    

基𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛的过渡矩阵为𝑃，即

(𝛽1, 𝛽2,… , 𝛽𝑛)𝐵



1 1 0 0 1 -2 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0
,

0 0 1 1 0 0 1 -2

0 0 1 1 0 0 0 0

A B

   
   

−   = =
   
   

−   

2 -1 0 0 1 1 0 0

1 -1 0 0 1 1 0 0
,

0 0 2 -1 2 2 0 0

0 0 1 1 2 2 0 0

A B AB

   
   

−   + = =
   − −
   

− −   

下的矩阵为解:易得T,S在基 E E E E
11 12 21 22

, , ,

1 1 1 0

1 1 2 0
T X XN S X XM N M( ) , ( ) , , .其中

   
= = = =   

− −   

例:         上的变换2 2
R



( ) 11 12 21 22
  ,   , 1 ,,求： 在基 下的矩阵ES ET T ES E+

(2)  T, S是否可逆?若可逆,求其逆变换

11 12 21 22
,,  ,  ,故 在基 下的矩阵E ES ET TS E+



1

1 2 1 2 1 21 1

3 4 3 4 3 4

1 1 1 11 1
( )

1 1 2 1 1 2

−

− −
+ −− −      

= = = =      
+ −− − −      

x x x x x x
T X XN X

x x x x x x
即

1 1 1
( ) ( ( )) ( ) ( ) ,

− − −= = =T X XN T T X T XN T X N由 得

2) 0, 0,（ 因 故 可逆， 不可逆。A B T S =

11 12 2 2

21 22

,
x x

X R
x x

 
 =  

 



( )1 2 31 2 3
, , .求T在基( ， ， 和 矩阵) 下的     

3 3

1 2 3

1 0 0

= 0 = 1 = 0

0 0 1

      例: 在 中，取 ， ， 为 中的自然基。

求下列线性变换在指定基下的矩阵。

R R  

     
     
     
     
     

1 2 3 1 2 2 3 1 1 2 3
1) ( , , ) (2 , , ).（ 求 在 , , 下的矩阵。T x x x x x x x x T   = − +

3

1 2 3 1 2 3

-1 1 0 1 0 1

(2) = 1 = 0 = 1 1 1 0 .

1 -1 1 -1 2 1

, , 是 中的基. 在 , , 下的矩阵是R T     

       
       
       
       
       

1 2 3
求 在 , , 下的矩阵。T   

3

1 2 3 1 2 3

-1 0 3 -5 0 -5

(3) = 0 = 1 = -1 ( )= 0 , ( )= -1 , ( )= -1 .

2 1 0 3 6 9

, , 是 中的基。R T T T     

           
           
           
           
           



( ) 1 2 3 1 2 2 3 1
( , , ) ( , , )1 2解 因为T x x x x x x x x

 = − +

(1,0,0) (2,0,1)则T
 =

(0,1,0) ( 1,1,0)
 = −T (0,0,1) (0,1,0)

 =T

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 0

( , , ) ( , , ) 0 1 1 ( , , )

1 0 0

所以T A        

− 
 

= = 
 
 2 1 0

0 1 1

1 0 0

即为所求。A

− 
 

=  
 
 

3 3

1 2 3

1 0 0

= 0 = 1 = 0

0 0 1

      例: 在 中，取 ， ， 为 中的自然基。R R  

     
     
     
     
     

1 2 3 1 2 2 3 1 1 2 3
1) ( , , ) (2 , , ).（ 求 在 , , 下的矩阵。T x x x x x x x x T   = − +



1 2 3
(2) ( 1,1,1) , (1,0, 1) , =(0,1,1) ,解 因： 为 T T T  = − = −

1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1

1 2 3

( , , ) (( , , ) ) ( , , ) ( , , )

( , , )

因此T T C T C BC

CBC

           

  

− − −

−

= = =

=

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 0

( , , ) ( , , ) 1 0 1 ( , , )

1 1 1

所以 C        

− 
 

= = 
 − 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 0 1

( , , ) ( , , ) 1 1 0 ( , , )

1 2 1

由已知 。T B        

 
 

= = 
 − 

1
= 为 在自然基下矩阵。于是 ？ TCBC

−

3

1 2 3 1 2 3

-1 1 0 1 0 1

(2) = 1 = 0 = 1 1 1 0 .

1 -1 1 -1 2 1

, , 是 中的基. 在 , , 下的矩阵是R T     

       
       
       
       
       

1 2 3
求 在 , , 下的矩阵。T   



1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
( , , ) (( , , ) ) ( , , ) ( , , )又T T K T K NK           − − −= = =

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 0 3

(3) ( , , ) ( , , ) 0 1 -1 ( , , )K

2 1 0

解： 显然         

− 
 

= = 
 
 

1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

5 0 5

( , , ) ( , , ) 0 1 1 ( , , ) ( , , )

3 6 9

由已知T N K N            −

− − 
 

= − − = = 
 
 

( ) 1

1 2 3
, , K N ?.因此T在基 下的矩阵为 −   =

( ) 1

1 2 3
T , , NK ?.因此 在基 下的矩阵为 −   =

3

1 2 3 1 2 3

-1 0 3 -5 0 -5

(3) = 0 = 1 = -1 ( )= 0 , ( )= -1 , ( )= -1 .

2 1 0 3 6 9

, , 是 中的基。R T T T     

           
           
           
           
           

( )1 2 31 2 3
, , .求T在基( ， ， 和 矩阵) 下的     



( ) 1 2 3

1 0 1

, , 0 1 2

2 2

1 :

5

，证明 因为 在基 下的矩阵AT   

 
 

=  
 
 

det( ) 1 所以 可逆，从而 是可逆变换而 ， A TA = −

1 2 3

1 1 3 2 2 3 1 1 2 3
( ) 2 , ( ) 2 , ( ) 2 5 .

例： ， ， 是线性空间 的一组基。 是 上的线性变换，且有V T V

T T T

  

         = + = + = + +

1

1 2 3

(1)

(2) 3 -

  证明T是可逆的线性变换。

  求  在 ， ， 下的矩阵。T T   −



( ) 2 3

1

1
,2 ,证明 在基 下的矩阵是T   −

1

1

1 0 1 1 2 1

0 1 2 = 4 3 2

2 2 5 2 2 1

A

−

−

− −   
   

= − −   
   −   

1 2 3

1
3 , ,因此 在基 下的矩阵是T T   −−

1

4 2 2

3 4 6 4

4 4 16

A A
−

 
 

− =  
 
 



定义4.1  设𝑇是数域𝑃上𝑛维线性空间𝑉的线性变换。如果对于

数域𝑃中的某一个数λ0，存在非零向量𝛼 ∈ 𝑉，使得𝑇 𝛼 = λ0𝛼成立，则称λ0

为线性变换𝑇的特征值，𝛼称为线性变换T的属于特征值λ0的特征向量。

三 线性变换的特征值与特征向量

定义4.2  设𝑇是数域𝑃上𝑛维线性空间𝑉的线性变换。若λ0是线性变换𝑇

的特征值. 记𝑇λ0 = {𝛼|𝑇 𝛼 = λ0𝛼}, 则容易验证𝑇λ0是 𝑉的子空间，称为

是称为线性变换T相应于特征值λ0的特征子空间，其维数称为λ0 的几何重数。



如何求线性变换的特征值和特征向量？

设𝑇是数域𝑃上𝑛维线性空间𝑉的线性变换。在𝑉中取定一组基

𝛼1, 𝛼2, ⋯𝛼𝑛，𝑇在这组基下的矩阵是A.

1

1 2 n

n

x

)

x

T  ,令 是 相应于 的特， 征， 向（ 量，

 
 

 =        





 

T即 ，则 = 

1

1 2 n

n

x

) =

x

（ ， ，，

 
 

        
 
 

=

1

1 2 n

n

x

T )

x

（ ， ，，

  
  
        

  
  

1

1 2 n

n

x

)A

x

=( ， ，，

 
 

       
 
 

( )1 2 n

T
x ,x , ,  xA A说 。是 的特征值， 是 相应于 的特征向量明  
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反之。若 且 ，即 是 的特征值。
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那么，
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因为线性变换在不同基下的矩阵是相似的，而相似矩阵具有相同的特征值，

因此，通常取一组简单基求出线性变换在

该基下的矩阵，进而求该矩阵的特征值与特征向量。

所以，求 f的特征值与基无关，

综上,求线性变换的特征值和特征向量转化成线性变换在取定基下的
矩阵的特征值和特征向量.

变换的特征向量与基有关。
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1 2 2
2 1 2 ,
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A
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解：A的特征多项式

1 2 2
2 1 2
2 2 1

E A


 


− − −
− = − − −

− − −

3 2
3 9 5  = − − −

设线性变换 在基 下的矩阵是
1 2 3

,,  

求 特征值与特征向量.

例



3 2
3 9 5 0E A   − = − − − =

方程如有整数解，则整数解可被常数项整除，故猜想此方程组有整数解1,-1,5,-5

经试算知-1是一个解，进一步,

1 2 2
2 1 2 ,
2 2 1

A
 

=  
 
 

1 2 31, 5   = = − =

3 2 2
3 9 5 ( 1) ( 5)− = − − − = + −E A     

求出另外两个解



把 代入齐次方程组 得1 = − ( ) 0,E A X − =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2 0
2 2 2 0
2 2 2 0

x x x
x x x
x x x

− − − =
− − − =
− − − =

即 1 2 3
0x x x+ + =

它的一个基础解系为：(1,0, 1), (0,1, 1)− −

因此，属于 的两个线性无关的特征向量为1−

1 1 3 2 2 3,     = − = −

而属于 的全部特征向量为1−

1 1 2 2 1 2, ( , )k k k k P +                不全为零



因此，属于5的一个线性无关的特征向量为

把 代入齐次方程组 得5 = ( ) 0,E A X − =

解得它的一个基础解系为：(1,1,1)

3 1 2 3   = + +

而属于5的全部特征向量为

3 3 3 3, ( , )k k P k   0  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 2 0
2 4 2 0
2 2 4 0

x x x
x x x
x x x

− − =
− + − =
− − + =



2 2

11 12 21 22
, , ,的基 ，解：取R E E E E



求T的特征值和特征向量

2 2
( ) ，例：已知 的线性变上 换的R T X MXN

 =

1 0 1 1
,

1 1 1 1
其中 。M N

−   
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可求得T在此基下的矩阵为

1 1 0 0

1 1 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1
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1 2 3 4
0 = =0 = =2由 得特征值 ，E A    − =

1 2
= =0当 时，  解（0E-A)X=O得A相应于0的特征向量

1 2
=(1,1,0,0) , (0,0,1,1)

T T
p p =

3 4
= =2当 时，  解（2E-A)X=0得A的相应于2的特征向量

3
=(0,0,1,-1)

T
p



1 1 2 2 1 2
, ,0从而， 相应于特征值 得全部特征向量是 不全为零。k X k X k kT +

3 4
= =2当 时，  T的特征向量是 3

0 0

1 1
X

 
=  
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3
02从而， 相应于特征值 的全部特征向量全部特征向量是 ，kT X k 

相应的，

1 2
= =0当 时，  T的特征向量是 1 2

1 1 0 0

0 0 1 1
，X X

   
= =   
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特征值的应用十分广泛，但其计算却不是一件容易的事。

下面我们介绍一种利用矩阵本身的元素来确定其特征值的较为

精确的近似值及其分布区域的方法，即所谓的圆盘定理。







解

 S z a a a1 12 13 141 1 ,= −  + + =

2 21 23 24

3 3
,

2 2
S z a a a

 
= −  + + = 
 

1 1
1 0

2 2

1 3
0

2 2

0 5
2 2

1 0 0 5

i
A

i i

i

 
− − 

 
 −
 =
 
 −
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例:  估计矩阵 的特征值分布范围

 3 31 32 345 1 ,S z a a a= −  + + =

 4 41 42 435 1 ,S z i a a a= −  + + =

1
3

2 3 5
4

5

4



解
11 22 33 449, 8, 4, 1a a a a= = = = −

 1 12 13 149 4 ,S z a a a = −  + + =

 2 21 23 248 5 ,S z a a a= −  + + =

 3 31 32 344 1 ,S z a a a= −  + + =

 4 41 42 431 2 ,S z a a a= +  + + =



x

1 2 3S S S  是三个圆域取并,其中必有三个特征值，

由于A是实矩阵，他的特征值必成对出现。

特征值,且必为实特征值.

至少有一个实特征值.

S4

1 2 3S S S 

综上,至少有2个实征值.

所以孤立圆S4中有且仅有一个

这3个特征值





解：n个行圆盘的半径都小于1，而圆心在 4,5，…，n+3

所以n个行圆盘互不相交，

A有n个互不相同的特征值，故A可对角化且每个特征值都是实数。
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例:证明 可对角化,特征值均为实数,可逆.

n个行圆盘均在右半平面即不包含原点

A可逆


